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DIE THEOEIE 
DER MEHESTOFFDAMPFMASCHINEN. 

Tlntersachung der Frage: „Ist Wasser die TorteiUiafteste 
F11l88igk6lt gnni Betrie1)e tob ])aiapfma8chine]L?" und Bear- 
beitung der mf diese Frage sieb ergebenden Antworten. 

VON 

Db. K. SCHREBER, 

Privatdozent für Physik. 

Mit 12 Zeichnungen im Twti [IV «. 1«6 SJ gi-. 8. geh. c/ä: 3.60. 

Die Theorie 4er X>iu»p£m»8ohwen h»t %eit etaer Bcohe vom Jahrea keine eigentlichen Fortechritte 
gemacht. Die sämtlichen Arbeiten der Theoretiker beschränkten sich auf den Ausbau der von Hirn und 
Zeuner geglittenen A]:belten.. S« ist es gekoiomen, d»0 die so sehr viel jUaig^v^i^ Qwm»toiten mih» daran 
sind, die Dampftnaschinen zu tlberflügeln, sowohl was die Ausbildung der Theorie anbelangt als auch in 
Be^ug Vit diQ Ausnutzung der Brennstoffe. 

Dieses Stocken tn der Theorie der Dampfmaschinen liegt daran, daft man sieh aus8<dblie£Uoh an 
Wasierd^mpimaschinen gehalten bat. £in Foartsehvitt in der A«»aut»«ng der Sreniatstoffe chueh Daan^f- 
maa«i|ümeA kfovR nur dur<;h den Übergang zu Mehrstoffdampstmasehduaea ecr^eht weorAen.. 

:(m voirUegenden Bueh wird nun nachgewiesen, wie man die geeigmetste Flttesigkeik auswählt und 
welches die dadurch erreichbaren Vorteile sind. 
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KKÜEKlii FOKTfciOiliiliri!; 

AUF BEM GEBIETE DER ELEKTRIZITÄT. 

VON 

Prof. Db. F. BICHARZ. 

2« Alf tage. 

Mit 9T Abbüdungen. [YI u. 128 S.] gr. 8. geb. JC 1.50. 

^i^«Qk 4e$ Sx^krift ki, in swar wksensoliaftUcher,, ftb«r g^afteiavegstindJaoher 
W^is«^ ^13^ ZubilftnAhcDke matbemaJiischiur Enikvicklim^fen., dif^nigai YwateünviieA 
und YorsHcfa^ aueei JWftd^rzTtMaetae» » wekb« cUn elektrischKa nad ma^pietiaiBlien 9Jbr 
$QlvAim MafsLfiikv^teme« 4en He^Uschen e^lästriaeken SchningiingeB und mimm elektarischen 
WeUQ% dejr T^lei^r^qp^Die ohne Draht nnd den TeaiA->Str(k3ä<^4 au Gbrunde Ue^gen. Ma» 
k5«Alie. die B)^h.rift dßh^x ^iae okmeatare P^stftUung dei Farada>^ - MajgwfAtohwi 
A^chauixingen und ihrqr experimenteileni Qrundla^on o^zmcn. XKe 1. Auflage, hat 
dovients^rech^nd ihre HauptverbreituLBg \m deinemgan Lehoresiden g^^£iuide&^ wek^he« 
eiB.e i»Qlch<9 DaurstßUuiig su ge^^n i& ihx^m Becu& miafft, uad hei aoldian Lfineuito^ 
w^chQ eot^td^ir 9ieh «dt dei; äemintar^n Dar^beUux^liegnftgas. od&E sieh dmch sie 
^of da» sl^reug ipfttb^aiatiftcb^ Stadigitt jen^i: Theomn. iWDatelten v^llc». 

GEUNDIAGEN BEB XHEOBIE UND DES BAUES 

DER WlRMBKRAFFMASCHINEN 

VOK 

ALFRED MUSIL, 

o. ö« Tro^Mpov an dM ^ k. d««ta«iheQt tsohnlaoÄtai Hootoolwle an Bslmu 
Zugleich autorisierte, erweiterte deutsche Ausgabe desWodfeas: ^^Tto sl«aiiip-e»9i«« 
«Ml uHmt heftturaf^ea^ von J. A. Ewiwa, Pro£»esop an der Universität in Cambridge. 

Mi^ dM Figuxofr im Text. 

[X u. 794 S.] gr. 8. In- Leinw. geb. n. ./Ä 20. — 

]^ln I^ekr buc h dai^ W äxme kr a£tm a »c hijoie^a Mr Studierande und Maschinenbau- 
inga«ieure. fehljta hishar gän^a^lich. DiAsem didbigiend gawoffdenen Bedürfnis soU diis 
v.orliagj^nda Lahrboch abhelt^an,. dae mit sargfaltigstec Auswahl das für den Studiereor 
den und den Ingenieur Wichtigste zuaamnuBnfailst und in. dßn Grundlagen festlegt. 
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Verlag von B> G> Teubner In Leipzig, 

Einführung 

ia das 

Studium der theoretischen Physik, 

insbesondere in das der analytischen Mechanik. 

Mit einer Einleitung in die Theorie der physikalischen Erkenntnis 

von 

P. Tolkmann, 

Professor der fheoretlsclieii Physik an der tTniversitftt Königsberg i. Pr. 

(VI u. 370 S.) gr. 8. 1900. geh. JC 9.—, in Leinwand gebunden JC 10.20. 

Die Darstellungen, welche die Mechanik in den letzten Jahrzehnten gefanden 
hat, wandten die ArSmerksamkeit wiederholt den Grundprinzipien der Disziplin zu 
und wiesen auf innere Unklarheiten derselben hin. Auch die vorstehend als Einfahrung 
in das Studium der theoretischen Physik angekündigte Bearbeitung der Mechanik 
will sich mit Vorliebe der Klarstellung der Grundprinzipien zuwenden, erblickt aber, 
nachdem die letzten Jahre noch einige sehr willkommene mathematische Präzisierungen 
gebracht haben, für die dabei zu überwindenden Schwierigkeiten das Bedürfnis zur 
Zeit mehr in einer erkenntniskritischen Ktärang als in dem .Versuch einer weiteren 
mathematischen Präzisierung. 

Der wissenschaftlich vertiefte Erfahrungsbegriff, der alle naturwissenschaftlichen 
Disziplinen und damit auch die Mechanik dauernd zu befruchten hat, legt hier zu- 
nächst ein eingehendes Studium der geschichtlichen Entwicklung der Mechanik nahe, 
wie ein solches die nach vielen Richtungen vortreffliche Darstellung von E. Mach 
erleichtert. Wenn neuerdiiigs von anderer beachtenswerter Seite die Darstellung der 
Mechanik in ihrer alten klassischen Form als Ziel hingestellt wurde, dann düi*fte aber 
doch dagegen zu bemerken sein, daß Newton, Euler, Lagrange die Mechanik 
unter wesentlich verschiedenen Gesichtspunkten behandelt und dargestellt haben. 

Die Stellungnahme des Autors zur Mechanik und zu ihren Grundprinzipien 
nimmt ihren Ausgangspunkt wesentlich von Newton und dürfte dahin kurt zu 
charakterisieren sein, daß die Mechanik, wie jede naturwissenschaftliche Disziplin, 
mehr ein gegenseitiges Bezugssystem mit rückwirkender Verfestigung der einzelnen 
Teile gegeneinander ist und als solches dargestellt sein will, als ein einseitiges Be- 
zugssystem, aufgeführt nach dem Muster einer mathematischen Disziplin, bei der alles 
auf die Festigkeit der Fundamente ankommt, und bei der die Teile des Gebäudes 
ziemlich unabhängig von einander darauf aufgeführt werden können, ohne daß die 
gegenseitige Stützung eine sonderliche Rolle spielt. 

Bei der Auffassung des Autors fällt die Beurteilung des Newton sehen Systems 
der Mechanik wesentlich günstiger aus,, als sie sich z. B. bei E. Mach gestaltet. Die 
üblichen Darstellungen der Mechanik nach Art eines mathematischen Systems, > Jessen 
Stärke in der Konsequenz und Strenge der Deduktion liegt, bilden bei dieser Stellung- 
nahme nicht höchsten Zweck und höchstes Ziel, aber sie bieten sich als ein sehr will- 
kommenes Mittel dar, die Mechanik als Muster eines naturwissenschaftlichen Systems 
darstellen zu können, dessen Stärke in der innigen Durchdringung von Induktion und 
Deduktion besteht und stets bestehen wird. 

Wie bei allen Darstellungen der Mechanik der let/.ten Jahrzehnte wird man 
nicht erwarten dürfen, daß die vorstehend angekündigte Einführung durchaus Neues 
und Vollständiges bieten wird. Das Charakteristische wird vielmehr wesentlich in 
der Form der Darstellung und vor allem in der Grundlegung des' Ganzen zu suchen 
sein. Der in die Wissenschaft eintretende Jünger soll auf dem kürzesten Wege be- 
fähigt werden, zu der fundamentalsten naturwissenschaftlichen Disziplin die Stellung- 
nahme zu finden, die dem Reichtum ihrer Anwendungen und der Größe ihrer Ge- 
schichte gegenüber angemessen zu sein scheint. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig, 

LehrMcb der Eiperuaentalpliysik 

Dp. Adolpli l^miner, 

Professor der Phyiik ta. der KO&igL TeohiiJUohen Hioolisoliiile lu Aaehen. 

Fünfte, vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. 

4 Bände, gr. 8. geh. JC 66.—, in Hfzbd. JK 64.— 

I. Band illgeuielno Physik «od AkvBtlk. Mit 831 in den Text gedruckten HoLi- 
sehuiiton. [X u. 1000 S.] 1995. JC 18.—, in Hfsbd. JC U.-~ 

n. — Die Lekre Toa der WSrme. Hit 181 in den Text gedruckten Abbildungen 
und I'iguren. [XI u. 986 S.] 1896. JC 12.— , in Hfzbd. JC U.— 

HL — Die Lekre vom HagnetlBi»«« und tob der ElektrIdtEt mit einer Binleitung: 
Gmudzttge der Lekre Tom Potential. Uit 841 in den Text gedruckten Ab- 
bildungen und Figuren. [XV u. 1415 S.] 1897. .^^ 18.— , in Hfsbd..^ 20.— 

IV. — Di« Lekre von der Straklvng. Mit 399 in den Text gedruckten Abbildungen 
u. Figuren u. 4 Uthogr. Tafeln. [XH u. 1048 8.] 1899. ^ 14. — , in Hf^ bd. .^^ 16 .— 

Die wissenschaftlicheu Vorzüge dieses reich ausgestatteten Lehrbuches sind Ton der 
Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einerseits 
die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt au machen, andereneits denjenigen, 
welche tiofer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen , als Vorschule 
au dienen; es hat aber, ohne den ersten Zweck aufter Acht au lassen, die sweite, wissen- 
schaftliche Aufgabe mehr ins Auge gefaßt, als dies von den yerbreitetsten Lehrbüchern 
der Physik bis jetat geschehen ist. 

Die Torliegende 5. Auflage der Experimentalphysik hat die gleiche Haltung wie 
die früheren Auflagen ; das Buch soll unter dem steten Hinweise auf die Oiiginalarbeiten 
eine Übersicht geben über den augenblicklichen Stand der experimentellen Physik und 
über die theoretLsohen Auffassungen, au denen die Physik sur Zeit gelangt i«t. 

Der Schwerpunkt des Werkes liegt biemach in den Experimentaluntersuchungen, 
und deshalb sind alle wichtigeren neuereu Untersuchungen, die bis aur Bearbeitung de« 
betreffenden Bandes erschienen waren, aufgenommen; wo es wünschenswert erschien, 
wurde auch auf ältere Arbeiten aurflckgegriffen. Die Erweiterung des experimentellen 
Materials Terlangte auch ein tieferes Sängehen in die Theorieen ; dieselben sind so weit 
dargelegt, wie es ohne an ausgedehnte Bechnungen möglich war. Das neu au behandelnde 
Material war ein recht ausgedehntes, daher auch der ziemlich erheblich gewachsene 
Umfang des Buches. 

Neuere Versuche zur Meehanik der 
festen und flüssigen Körper 

(mit einem kurzen Anhange über das sog. „absolute MaBsjstem'^). 
Ein Beitrag zur Methodik des physikalischen Unterrichts von 

Dr« Karl T. Flseliep, 

Privaidozent und 1. Assistent für Physik an der KgL Technischen Hochschule München. 

[V u. 68 S.] gr. 8. In Leinw. geb. JC 2.— 

Das Büchlein verdankt seine Entstehung einer 1897 gehaltenen Vorlesung über 
Entwickelung der physikalischen Orundbegrijfe und den in den beiden ersten Münchener 
Ferienkursen für Lehrer der Mathematik und Physik gehaltenen Experimentalvorträgen. 
Es enthftlt eine Beihe Ton genau beschriebenen und durch Detailzeichnungen erläuterten 
Verbuchen, welche eine möglichst yerst&ndliche und doch streng richtige, experimenteUe 
Entwickelung der mechanischen Begriffe im Mittelschulunterricht bezwecken und grofien- 
teils vom Verfasser selbst stammen und sonst noch nicht yeröffentlicht wurden, zum teil 
aber auch besonders wichtige und einfache Unterrichtsyersuche anderer Physiker dar- 
steUen. In der Anordnung wurde versucht, den von Ernst Mach in seiner Entwickelung 
der Meehanik aufgestellten Forderungen zu genügen. 
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Einfolirnng in die 
Maxwell'sche Theorie der Elektrizität. 

Mit einem einleitenden Abschnitte über das Rechnen 
mit Yectorgröfisen in der Physik, 

Von ]>p. A. Föppl, 

Professor «n der KgL Toolmisolieii Hocluohule su Mttnoheii, ttfUhn Oberlehrer «n der 

stftdt Gewerbesöhnle tn. Leipxig. 

Mit Figuren im Texte. 
[XVI u. 413 S.] gr. 8. 1894. geh. n. «>ä; 10.— , in Leinw. geb. n. .^ 11.— 

Yorausgeschickt ist im ersten Abschnitt eine Erörterung der Beseiohnungen und 
Methoden des Yektorkakflls, den der Verfasser, nach dem Toi^ange des Herrn HeaTiside, 
der Darstellung der MazweUsohen Theorie zu Grunde legt Wftlurend in der Qnatemionen- 
theorie die Quadrate der OrundToktoren gleich — 1 sind, worden sie in der Yektorenlehre 
gleich -\-l geaeisii. Hierdurch werden die imaginären Einheiten yermieden. Der zweite 
Abschnitt gibt die Grundlinien der Maxwellschen Elektrizitfttslehre bis zur Aufstellung 
der beiden Hauptgleiohungen. In der Darstellung der Dimensionen der elektrostatischen 
und magnetischen Größen wird entweder die Diäektrizitätskonstante x oder die Perme- 
abilität fi beibehalten, wodurch der Unterschied zwischen freier und wahrer Elektrizität, 
zwischen freiem und wahrem Magnetismus (der in der Natur nicht Torkommt) hervorteitt. 
Die Analogie zwischen Elektrostatik und Magnetismus wird durch Heavisides Prinzip 
der Dualität zum Ausdruck gebracht Die magnetische Härte erfährt eine eingehende, 
dem Yerfasser eigentflmliche Behandlung. Der dritte Abschnitt dehnt die Betrachtung 
aus auf die elektrodynamischen und magnetodjnamischen, sowie auf die „eingeprägten" 
^ektrischen und magnetischen Kräfte. In dem Tierten Abschnitt, der Ton den Energie- 
beziehungen im elektromagnetischen Felde zwischen ruhenden Leitern handelt, wird ge- 
zeigt, daß der Ton Herrn Poynting angenommene Energiestrom zwar mit den Grundlagen 
der Theorie yerträglich ist, aber nicht mit Notwendigkeit aus ihnen folgt. Die Elektoo- 
dynamik bewegter Leiter bildet den Inhalt des ffinften Abschnitts. 

Da sich der Yerfasser eine möglichst leicht yerständliche Behandlung des Gegen- 
standes zur Bichtschnur macht, ohne auf eine strenge Durchführung des ganzen Systems 
zu verzichten, so vermeidet er es, die EnergLebeziehungen zur Ableitung der Grundgesetze 
heranzuziehen, stützt sich dagegen, soweit es irgend angeht, auf die Erfahrungstatsachen. 
Daher findet die Herleitung der Feldgleichungen aus den mechanischen Prinzipien, die 
Herr Boltzmann voranstellt, erst am Schlaft eine gedrängte DarsteUung. 

Dem praktischen Zweck des Buches entspricht er auch, daß durchweg auf die 
Beziehungen zu den früheren Theorien hingewiesen wird. Auch Fragen von allgemeinerem 
Interesse werden an verschiedenen Stellen erörtert 

' Jahrbuch IIb. d. Fortsohr. d. Mathematik. XXY. 

Lehrbuch der praktischen Physik 

von 

Fe KolUrauseli» 

Zugleich als neunte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. 

Mit zahlreichen Figuren im Text. 
[XXyn u. 610 S.] gr. 8. Biegsam in Leinwand geb. J^ 8.60. 

Infolge der doppelten Aufgabe, welche sich obiges Werk stellt^ wurde in der 
neuen, erhebUch vergrößerten Auflage der Thermometrie , der Strahlung und vor allem 
der Elektrizität ein breiterer Spielraum eingeräumt und darf der Leitfaden unserem Er- 
messen nach das Yerdienst für sich beanspruchen, zuerst und allein eine handliche Zu- 
sammenstellung kritisch ausgewählter, physikalischer Zahlen gebracht zu haben. 

(Der prakt Maschinenkonstr. 1901. Nr. 95.) 

Dieses eigenartige Werk gewinnt mit Jeder neuen Auflage an Yertiefung und 
damit an Wert für alle diejenigen, welche der praktischen Physik als Lehrer oder Lernende 
näher stehen. Auch als Nacluchlagebuch ist es von Bedeutung, denn in knapper, aber 
ausreichend verständlicher Form umfaßt es einen auflerordentUoh reichen Inhalt und 
bringt nicht weniges, was man in sehr umfangreichen Lehrbüchern vei^bens sucht. Die 
zahlreichen im AwK^^g gegebenen Tabellen beruhen selbstverständlich auf dem besten 
zur Zeit vorhandenen Material (Gaea 1901. 10. H. S. 640.) 
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Vorwort. 



Unter den Yerschiedenen Disziplinen der Mathematik 
nimmt die Yektoranalyi^ eine eigenartige Stellnng ein. In 
ihr finden wir die B^riffe der Algebra erweitert und in 
einer Weise auf das Bechnen mit geometrischen Gfrößen an- 
gewandt; daß wir mit diesen Ghroßen direkt rechnen können, 
anstatt mit den kartesischen Koordinaten derselben^ welche 
mit ihnen künstlich verknüpft sind. 

Daß eine solche Methode ein wichtiges Hilfsmittel in 
der Physik abgeben würde, konnte vorausgesehen werden. 
Und in der Tat findet das Bechnen mit Yektorgroßen eine 
beständig zunehmende Anwendung. Indem hierbei die Denk- 
tatigkeit auf die in der Physik vorkommenden geometrischen 
Großen selbst gerichtet wird, anstatt auf die mit ihnen ver- 
knüpften Zahlen, gewinnen die Denkoperationen an Kraft, 
Lebendigkeit und Anschaulichkeit. 

Hierzu kommt noch ein anderer Vorzug. Die Symbolik 
^ der Yektoranalysis ist eine überraschend einfache und über- 

^ sichtliche. Operationen, welche bei Verwendung von kartesischen 

/^ Methoden verwickelt und schwierig erscheinen, werden kurz 

^ und einfach, wenn sie in ihre Äquivalente in der Sprache der 

'^ Vektorenrechnxmg übersetzt werden, ohne dabei an umfassender 

Bedeutung und Bestimmtheit einzubüßen. Die Vorbereitung 
eines elementaren, speziell für Physiker bestimmten Werkchens 
über Vektoranalysis bedarf daher wohl keiner besonderen 
^ Apologie, zumal es bisher an einem solchen in deutscher 

Sprache verfaßten und separat ausgegebenen Werke gefehlt hat. 
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Bei der Änsarbeitnng der Elemente der YelttoraiialfgiB 
ließ ich midi hanptföchlich von praktisclieii Erwf^^tu^eu leiten. 
Ea If^; mir ureniger daran, eine erschöpfende Ahhandltmg über 
den Gegenstand za schreihen, als vielmelir den Stadierenden 
der Physik sobald wie mdglich in den Stand zu setzen, die 
Tektoriellen Hethoden znr Ldsnng nnd Bewältigung phyai- 
kalificher Fn^en anzuwenden und ihn vor allem daza anzuregen, 
sich dieser Methoden auch allgemein heim „phTsikaÜBchen 
Denken" zu bedienen. Er wird sich so bald des Torteils 
bewußt werden, den ein Operieren mit sinnfälligen rSumliehen 
Beziehungen' über ein solches mit reinen Abstraktionen besitzt. 

In der Form der Darstellung habe ich mich im großen 
nnd ganzen Heaviside angeschlossen nnd mich dabei derselben 
STmbole bedient, wie A. Foppl in seiner vorzüglichen, im selben 
Yerlage erschienenen 'Einführung in die Maxwellsche 
Theorie'. Gleichwohl habe ich es für zweckmäßig gehalten, 
die Ton Graßmann herrührende Zuordnung von FUchen zn 
Vektoren ausgiebig zu verwerten. Die Ableitung mancher 
Theoreme gewinnt dadurch an Einfachheit. Angesichts des 
eigentlichen Zweckes dieses Buches and seines elementaren 
Charakters glaubte ich davon absehen zu müssen, in fanktion^i- 
theoretische Erörterungen einzugehen, und idi habe mich dem- 
gemäß hauptsächlich darauf beschränkt, solche physikalische 
Vektoren der Untersuchung zn unterziehen, denen eine stetige 
Verteilung im Baume zukommt. 

In der Wahl der Beispide habe ich mich von der Absicht 
leiten lassen, ein mögUchst vielseitiges Bild von der Anwend- 
baikeit der vektoranaljtischen Methoden zu geben. Eine An- 
zahl von Beispielen wurde besonders für diesen Zweck aus- 
gearbeitet und gelai^ zum erstcomial zur Veröffentlichung. 

Bonn, im Dezember 1902. 

Jl. H. Bacherer. 
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Einleitung. 



Größen, welchen außer ihrem numerischen Werte 
eine Richtung zukommt, heißen Vektoren. 

Die Begriffe: Geschwindigkeit, Kraft, Verschiebung um- 
fassen zwei Ideen: Größe und Richtung. 

Die in der Physik vorkommenden Vektoren erfordern zu 
ihrer Bestimmung außerdem die Angabe des Ortes, auf 
welchen sie sich beziehen. Ein Vektor bezieht sich immer auf 
einen bestimmten Punkt des Baumes. 

Den Vektoren stehen gegenüber die Skalare, welchen nur 
ein numerischer Wert zukommt. Der bekannteste Skalar 
ist die Zahl. Skalare Quanti- 
täten, welche in der Physik eine 
Bolle spielen, sind unter anderem: 
Energie, Dichte, Temperatur, Masse. ^*^' 

Vektoren werden durch deutsche, Skalare durch 
lateinische Buchstaben gekennzeichnet. 

Der Zahlenwert eines Vektors heißt Tensor. Ein Vektor 
läßt sich in seiner Größe und Bichtung graphisch durch einen 
Pfeil darstellen. Die Länge gibt unter Zugrundelegung eines 
beliebigen Maßstabes den numerischen Wert des Vektors an, 
während die Bichtung durch die Bichtung des Pfeiles gekenn- 
zeichnet ist. 

Der Punkt, von dem aus der Pfeil gezogen ist, heißt 
Anfang des Vektors, die Spitze Ende desselben. 

Eine Vergleichung der Werte oder Stärken zweier Vektoren 
kann ohne anderweitige Vereinbarung nur Sinn haben, wenn 

Bnoherer, Tektor-AnalyBis. X 



2 § 1. Addition und Subtraktion. 

die Vektoren dieselbe Richtung haben. Die Anssi^e^ der eine 
Vektor sei n-mal so groß wie ein anderer^ setzt yoranS; daß 
die in Frage kommenden Vektoren gleichgerichtet sind. Es 
ist dann der Tensor des einen Vektors n-mal so groß wie 
derjenige des anderen. 

Vektoren, deren Tensoren gleich der Einheit sind, 
werden Einheitsvektoren genannt. 

Ein Vektor ?t, mit dem Tensor Ä, ist Ä-msl so groß 
wie ein gleichgerichteter Eiaheitsyektor. Ein Einheitsvektor, 
dessen Richtung in die Richtung von % fällt, wird mit %^ 
bezeichnet: Ä = 8L J. 

Jeder Vektor läßt sich so als das Produkt seines Tensors 
und eines gleichgerichteten Einheitsvektors darstellen. 

§1. 
Addition und Subtraktion. 

Um auf graphischem Wege die Summe von zwei Vektoren 
zu finden, setzt man die betreffenden Pfeile so aneinander, 
daß der Anfang des einen Vektors an das Ende des zweiten 
kommt, und verbindet dann den Anfang des ersten mit dem 
Ende des zweiten: 





Die Länge der so erhaltenen Verbindungslinie 91 gibt den 
Tensor der Summe der beiden Vektoren % und 99 an, während 
die Richtung dieser Summe 91 dadurch bestimmt ist, daß der 
Anfang von 91 mit dem Anfang von S und das Ende von 
9t mit dem Ende von 99 zusammenfällt. 91 wird auch die 



Addition von mehreren Vektoren. 3 

Resultante; und ^ und 93 Komponenten genannt. Die Beilien- 
folge der Summierung ist gleichgültig. 

Man kann auch 91 finden^ indem man % und 93 mit ihren 
Anfangen zusammensetzt; dann durch die Enden Parallelen zu 
H und 93 zieht und die Diagonale des so entstandenen 
Parallelogramms zieht. (Fig. 3.) Die erstere Methode ist vor- 
zuziehen. 

Ist die Summe von mehr als zwei Vektoren zu bilden, 
so verfährt man in der Weise, daß man zunächst die Resultante 
der beiden ersten Summanden, wie angegeben, konstruiert, 
dann zu dieser den dritten Summanden addiert und so fori 
Man erkennt leicht, daß man die einzelnen Summanden nur 
so aneinander zu reihen braucht, daß dei* Anfang des einen 
Vektors immer auf das 
Ende des vorigen Vek- 1b, 

tors folgt. Verbindet 
man dann den Anfang 
des ersten Summanden ^ 
mit dem Ende des 
letzten, so ist diese Ver- 
bindungslinie die Re- 
sultante. (Siehe Fig. 3 a.) 
Dies gilt für Vektoren, 
welche in einer Ebene 

liegen, d. h. für koplanare Vektoren, ebenso wie für nonkoplanare 
Vektoren. 

Stoßen Anfang des ersten und Ende des letzten zusammen, 
so ist die Summe sämtlicher Vektoren null. 

Man subtrahiert Vektoren, indem man die zu 
subtrahierende Größe nach Umkehrung der Richtung 
addiert. 

Eine Summierung der Größen S, 93, @^ drückt man durch 
die Vektorgleichung aus: 




Fig. 8 a. 



a -f. 93 -f © = ai. 
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Anmerkung. Treffen die Enden Ton zwei oder mehreren 
Vektoren bei graphischen Darstellungen zusammen^ so kann 
ein kleiner Ereis an die Stelle der Pfeilspitzen treten. 

Die in der Physik vorkommenden Vektoren sind oft 
Funktionen der Lage im Baume. Betrachtet man z. B. den 
Baum^ welcher einen geladenen Körper umgibt, so wird die 
elektrische Kraft @ in jedem Punkte eine gewisse Oröße und 
Richtung haben, d. h. bringen wir eine Einheitsladung an 
yerschiedene Punkte dieses Baumes, so wird auf dieselbe je nach 
der Lage der Punkte eine bestimmte Kraft ausgeübt werden. 





Fig. 4. 

Nehmen wir der Einfachheit wegen an, die Ladung sei in einem 
unendlich kleinen Volum konzentriert. Bringt man in den um- 
gebenden Baum eine zweite derartige Ladung und untersucht 
nun wieder den Baum mit Hilfe einer Einheitsladung, so ist 
natürlich eine Änderung der Kraft (£ festzustellen. Man findet 
nun, daß in einem beliebigen Punkte die Kraft (S so groß ist, 
als ob jede einzehie Ladung ganz unbehindert durch die andere 
ihre Wirkung auf die Einheitsladung ausübte. Sind daher in 
einem beliebigen Punkte die Kräfte, welche jede Ladung an 
und für sich, d. h. bei Abwesenheit der anderen, ausüben 
würde, @' und (S", so ist bei Anwesenheit beider die Kraft @: 

® = ®' + e^ 

Das ist ein typisches Beispiel für die Summierung von 
Vektoren, welche im Baume stetig verteilt sind. 



Feld und Ort eines Vektors. 5 

Ein der Untersuchung unterzogenes Oebiet, in 
welchem ein Vektor eine räumliche Verteilung be- 
sitzt; nennt man das Feld des Vektors. 

Es ist zu beachten, daß ®, @' und (£'' sich auf den- 
selben Punkt des Feldes beziehen. Bei der Addition von 
Vektoren macht man diese stillschweigende Voraussetzung. 
In manchen Fallen sind die zu addierenden Vektoren yer- 
schiedenen Orten zugeordnet. Man setzt dann bei der 
Addition voraus, daß sich die verschiedenen Vek- 
toren derartig parallel mit ihrer ursprünglichen 
Richtung im Baume verschieben lassen, daß sie in 
einem Punkte zusammentreffen. Die Angriffspunkte von 
Kräften, welche an verschiedenen Punkten eines starren Körpers 
angreifen, lassen sich nur in ihrer Angriffslinie beliebig ver- 
schieben. Die Wirkung dieser Kräfte kann daher nicht durch 
Addition der einzelnen Kräfte gefunden werden. Ist z. B. der 
Körper um eine Achse drehbar, so ist die Bewegung, bezw. 
der Oleichgewichtszustand von der Summe der Kraftmomente, 
welche ebenfalls durch gewisse Vektoren darstellbar sind, ab- 
hängig. (Siehe weiter unten.) 

§2. 

Zerlegung von Vektoren. 

Ebenso wie man die Summe von zwei oder mehreren 
Vektoren bildet, kann man auch einen gegebenen Vektor in 
Summanden zerlegen. 

Häufig ist es nützlich, einen Vektor in zwei mit ihm in 
derselben Ebene liegende, senkrecht zueinander stehende Vek- 
toren zu zerlegen, so daß der eine der beiden Summanden oder 
Komponenten in eine bestimmte Richtung fällt. In diesem 
Falle bildet der Vektor die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen eine Kathete die gewünschte Richtung hat. 
Unter der Komponente eines Vektors in einer bestimmten 
Richtung versteht man allgemein die geometrische Projektion 
des Vektors auf diese Richtung. Die Komponente von 9 
in der Richtung (S wird durch das Symbol 9l(s; gekennzeichnet. 
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Man hat 
(2) a(i=e,^cos(«l(J). 

Daß ein Vektor im allgemeinen nicht durch zwei in 
beliebige Richtungen fallende Summanden ausdrückbar ist^ 
leuchtet ein; z. B. sind die Komponenten eines auf der a;y-Ebene 
eines Koordinatensystems senkrecht stehenden Vektors null^ 
wenn diese Komponenten selbst in der xy-Waene liegen. 

Richtungen senkrecht zur Richtung eines Vektors nennt 
man Niyeaurichtungen. Aus Gleichung (2) folgt, daß die be- 
sondere Komponente von %, welche null ist, auf % senkrecht 
steht. Diejenige Komponente von ^, welche den größten Wert 
erreicht, d. h. deren Tensor den Wert Ä erreicht, fallt in die 
Richtimg von %. 

Anmerkung. Dieses als selbstverständlich erscheinende 
Ergebnis ist wertvoll bei der später zu erörternden Oröße des 
Vektors VA 

Der Ort für alle Richtungen, für welche die Komponenten 
eines Vektors verschwinden, ist diejenige Fläche, welche der 
betreffende Vektor senkrecht schneidet. 

Über Grxindvektoren und Baumsysteme. 

Während ein gegebener Vektor sich nicht allgemein durch 
zwei in beHebige Richtungen fallende Summanden zerlegen, 
d.h. darstellen läßt, so ist es doch immer möglich, einen Vektor 
in drei nicht in einer Ebene liegende Komponenten zu zerlegen. 
Eine sehr wichtige Zerlegung eines Vektors ist die Zerlegung 
in drei zueinander senkrecht stehende Komponenten. Be- 
zeichnet man die drei Einheitsvektoren, welche diesen Rich- 
tungen entsprechen, mit i)f und die Tensoren der Komponenten 
des Vektors % nach diesen Richtungen mit Ä^, A^, A^, so ist: 

i, j, I werden Orundvektoren genannt. Damit die Auf- 
einanderfolge der Richtimgen i, j, I eine eindeutige sei, ist 
noch festzusetzen, ob diese Aufeinanderfolge einem Rechts- 



Erlänterang eines Bechtssystems. ^ 

System oder einem Liiikssystem entsprechen soll. Wir wählen 
ein Bechtssystem. Was hierunter zu verstehen ist, erhellt auiä 
folgender Erörterung. 

Die Figur stelle einen Würfel mit der Eantenlange gleich 
eins dar. Die Grrundvektoren sind durch die Pfeile dargestellt« 
Setzt man eine rechts^mgige Schraube senkrecht auf die 
tj[- Fläche auf und schraubt dieselbe in den Würfel ein^ so 
dreht sich die Schraube in demselben 
Sinne ^ in dem sich der Vektor i um 
seinen Anfangspunkt dreht, wenn man 
ihn in die j- Richtung bringt. Gleich- 
zeitig bewegt sich die Schraube in der 
f-Richtung vorwärts. Ist nun die Auf- 
einanderfolge von i|I derart^ daß eine 
rechtsgängige Schraube, indem sie sich 
von der i- in die j-Richtung dreht, in 
der I-Richtung vordringt, so entspricht 
diese Aufeinanderfolge einem Rechts- 
system. 

Anmerkung. Zuweilen ist es wichtig, zu untersuchen, 
ob bei TJmkehrung der Richtungen von i, j, I die Komponenten 
der in Frage kommenden Vektoren ihr Vorzeichen wechseln 
oder nicht. Auf Ghimd ihres Verhaltens bei der Inversion der 
Koordinatenrichtungen kann man die Vektoren in polare und 
axiale einteilen. Als Beispiel von axialen Vektoren werden wir 
das Vektorprodukt kennen lernen. Die Komponenten dieses 
Vektors ändern ihr Vorzeichen nicht bei ümkehrung der 
Koordinatenrichtungen. (Siehe weiter unten.) 




Fig. 4«. 



§3. 

Botationen und zugeordnete Biehtungen. 

Man kann unter Zugrundelegung eines bestimmten Systems 
— in imserem Falle eines Rechtssystems — einer Drehung 
eine Richtung zuordnen/ Zunächst setzen wir voraus, daß die 
Rotation in einer Ebene stattfinde. Findet für den Beobachter 
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§ 3. Biotationen imd zugeordnete Eichtnngen. 





die Rotation entgegengesetzt dem Sinne der Bewegung der 
Zeiger der Uhr statte so entspricht diese Rotation einer Richtung^ 
welche znr Rotationsebene senkrecht und auf den Beobachter 
zugewandt ist, d. h. der Richtung, in welcher sich eine rechts- 
^mgige Schraube bei der erwähnten Drehung fortbewegen 
würde. Diese Drehung wird auch als positive bezeichnet, die 
entgegengesetzte als negative. Die Bezeichnung positiv und 
negativ hat natürlich nur relative Bedeutung, indem sie von 
dem Standpunkt des Beobachters abhängig ist, während 

die der Drehung zu- 
geordnete Richtung 
unabhängig hier- 
von eindeutig fest- 
gelegt ist. 

Wenn man einer 
Rotation eine Rieh- 
tung zuordnen kann, 
so ist einleuchtend, 
daß man eine be- 
liebige geschlossene 
Kurve, welche in 
einer Ebene liegt, mit einer Richtung in Beziehung setzen 
kann, wenn man sich vorstellt, daß die Tracierung der 
Kurve durch die Bewegung eines Punktes erfolgt sei. unter 
Tracierung soll weiterhin nicht sowohl die Begrenzung einer 
Fläche durch eine Kurve verstanden werden, als der ümlaufs- 
sinn des Punktes, dessen Bahn die Kurve darstellt. 

Entspricht die Tracierung der Kurve dem TJmlaufssinn der 
Zeiger der Uhr, so ist die zugeordnete Richtung vom Beobachter 
fortgewandt und senkrecht zur Ebene der Kurve. 

Man kann nun noch einen Schritt weiter gehen und der 
begrenzten Fläche selbst einen Vektor zuordnen. Dies geschah 
zuerst durch Graßmann. Bei Besprechung des Vektorproduktes 
im folgenden Paragraphen soll diese Zuordnung erläutert 
werden. 



Flg. 6. 



§4. 

Produkte aus zwei Faktoren. Darstellung TOn Flächen 

durch Tektoren. 

I. Das Vektorprodukt. 

Das Parallelogramm sei durch die Bewegung eines Punktes 
entstanden^ deren Richtung durch die Pfeile angegeben ist. 
Der Tracienmg entspricht eine Richtung^ welche senkrecht 
zur Flache des Parallelogramms imd nach oben gerichtet ist. — 
Einen Vektor^ welcher diese Richtung hat^ und dessen Tensor 
gleich dem Inhalt des Parallelogramms ist^ bezeichnen wir tils 
den dem Parallelogramm zugeordneten Vektor. 




Fig. 6. 



Offenbar ist die Tracierang der Kurve bestimmt, wenn 
die Aufeinanderfolge zweier mit der Ebene koplanaren Vektoren 
angegeben wird; und es liegt nahe^ als solche Vektoren zwei 
bei der Tracierung aufeinander folgende Seiten des Parallelo- 
gramms zu wählen, deren Richtung der Tracierung entspricht. 

Die Aufeinanderfolge von %, S3 imd dem zugeordneten 
Vektor 6 muß einem Rechtssystem entsprechen. 6 ist alsdann: 

e = 6i^Bsin(aa5). 

Da nun die rechte Seite dieser Definitionsgleichung durch 
% imd S3 eindeutig bestimmt ist, so hat man dafür die ab- 
gekürzte Bezeichnungsweise eingeführt: 

(4) 6 = V«a3. 

Die Reihenfolge von S und S3 ist hierbei wichtig, denn 
wenn S3 auf % folgt, so kehrt sich die Richtung yon 6 um, d. h. 

(S kann auch direkt als die Fläche des mit einem be- 
stimmten ümlaufssinne versehenen Parallelogramms bezeichnet 
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werden. Ein solcher Vektor bezi eht sich dann im allgemeine n 
nicht auf ein ^^egtimm tA^TP^^^inH^^ Ranm A« 

Man addiert derartige ebenen Flächen, indem man die zu- 
geordneten Vektoren addiert. 

Jedem Grundvektor läßt sich eine Fläche, gebildet aus 
den beiden anderen Orundvektoren, zuordnen. Denn nach (3) ist: 

i=Vii — V«i 

(4a) i=Vli = -Vif 

I = Vij = -Vit. 
Femer ist: ,^ ^, -^ 

Vtt=Vij=V» = o 

oder allgemein: V^f^^Q 

und auch: y^^_ ^^ _ ^ 

In der Oleichung 

wird (S auch das Vektorprodukt von S und S3 genannt. Will 
man dieses durch die Komponenten von % und S3 nach den 
Richtungen i, ), f ausdrücken , so zerlegt man zunächst die 
Vektoren % und S3 und erhalt: 

6 - V(iA + i^ + l^)(i-Bi + iS, + IB,). 
Man achtet darauf, daß bei Ausführung der Produkten- 
bildung die Reihenfolge innegehalten werden muß. 
Man erhält dann: 

(5) j +YiA,xB,+YiA,iB,+YiA^lB, 

1 +YtA,xB,+YiMs,+YiÄ,iB,. 

Diejenigen Glieder sind hiervon gleich null, welche als 
Faktoren Vü, Vü; Ytl enthalten. Unter Berücksichtigung 
von (4 a) erhält man, indem man nach den Faktoren von i, | und f 
ordnet: 

(5a) V« 58 = i (^B, - ^Ji) + KAS, - A^z) 



V 



Darstellung gekrümmter Flächen. H 

Ein Blick auf (5) zeigte daß bei TJmkehrang der Richtungen 
von i, i, I die Komponenten von VäSS ihr Vorzeichen nicht 
ändern (axialer Vektor). Denn es ist: 

V(-t)(-j)=Vii = i 

und so weiter. 

Geht man zu einem Linkssystem über und soll dabei die 
Richtung von V?IS5 unverändert bleiben, so ist das Vorzeichen 
zu ändern, d. h. der im Rechtssystem als V91S3 bezeichnete 
Vektor ist im Linkssystem VS5Ä. Das Vektorprodukt VäS5 
läßt sich auch durch folgende Determinante darstellen: 

i 1 f 

Da man eine beliebig begrenzte ebene Fläche in eine sehr 
große Anzahl von Parallelogrammen einteilen kann, welche 
sämtlich im selben Sinne traciert sind, so ergibt die Summierung 
dieser Elementarflächen einen Vektor, welcher die Oesamtfläche 
repräsentiert. Eine begrenzte ebene Mäche ist daher durch 
einen Vektor darstellbar, dessen Tensor gleich ist dem Lihalt 
der FUlche imd dessen Richtung durch die Tracierung be- 
stimmt ist. 

Man addiert Fj^henteile, auch wenn diese nicht in der- 
selben Ebene liegen, indem man die zugeordneten Vektoren 
addiert. Da eine beliebig gekrümmte Fläche als aus unendlich 
vielen ebenen Flächenelementen zusammengesetzt aufgefaßt 
werden kann, so ist auch eine gekrümmte Fläche durch einen 
Vektor darstellbar und zwar allgemein durch ein Integral: 



i1) e -Jd%, 



wo dg ein Flächenelement repräsentiert 

Eine Fläche wird in drei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegt, indem man den zugeordneten 
Vektor in seine drei Komponenten zerlegt, d.h. auf die 
Normalen der drei Ebenen projiziert, welche durch die be- 
treffenden drei Richtungen bestimmt sind. 
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Bezüglich der Vektoren^ welche den Begrenzungsflächen 
eines geschlossenen Baumes zugeordnet sind^ besteht die Ver- 
einbarung, daß diese Vektoren immer nach außen weisen. 

Projiziert man die Vektorflächen eines Polyeders orthogonal 
auf eine beliebige Ebene, so ist die Summe der Projektionen 
gleich null. 

Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf das bekannte 
Theorem, daß der Inhalt der Projektion einer ebenen Fläche 
auf eine beliebige Ebene gleich ist der Fläche multipliziert mit 
dem Kosinus des Winkels, den die Fläche mit der Projektions- 
ebene bildet. Die Projektion des der Fläche zugeordneten 
Vektors auf die Normale zur Projektionsebene ist gleich dem 
zugeordneten Vektor multipliziert mit dem Kosinus, den der- 
selbe mit der Normalen bildet. Folglich ist der projizierte 
Vektor der projizierten Fläche zugeordnet. 

Projiziert man nun die Flächen eines Polyeders auf eine 
beliebige Ebene, so wird man eine Doppelschicht von Projektions- 
fiächen erhalten, von denen die eine den der Ebene zugewandten 
Vektoren und die andere den der Ebene abgewandten entspricht. 
Den ersteren kommt das entgegengesetzte Vorzeichen zu, wie 
den letzteren. Daher ist die Summe der den ProjektionsflÄchen 
zugeordneten Vektoren null. Da dieser Schluß für jede Pro- 
jektionsebene richtig bleibt, so ergibt sich der Satz, daß die 
Summe der Vektorflächen eines Polyeders gleich null ist. 

Es läßt sich nachweisen, daß der Satz bezüglich der 
Summe der Projektionen der Flächen eines Polyeders nicht auf 
orthogonale Projektionen beschnlnkt ist. 

Der eben bewiesene Satz kann nach Wilson-Oibbs dazu 
dienen, zu zeigen, daß, wenn 

dann 

Die Vektoren Ä, 85, 6, S) seien in der Figur graphisch 
dargestellt. 

Die Ebene von 6 imd S) falle mit der Papierebene^nicht '»««yt^^ 
zusammen. Man ziehe S' parallel (S und 2)' parallel 2) und "^ 
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verbinde P mit P\ Man erluLlt so ein Prisma^ dessen Vektor- 
flächen zur Summe null ergeben. Von diesen sind die Ton 
W, ©', 2)' und von Sl, 6, S) begrenzten Flächen nach Kon- 
struktion gleich^ mit entgegengesetztem Vorzeichen; folglich ist: 

Bei der Reihenfolge der Faktoren in diesen drei Vektor- 
produkten wurde darauf geachtet^ daß die Vektorflächen nach 
außen weisen müssen. Die 

letzte Gleichung läßt sich %' 

auch schreiben: 

Für den Fall, daß die 
Ebene von (S und S) in der 
Ebene von §1 und S3 liegt, 
ist der Beweis noch einfacher, 
indem die in Frage kommen- 
den Flächenvektoren sämt- 
lich parallel sind, und man hat daher nur zu zeigen, daß der 
Tensor von V3133 gleich ist der Summen der Tensoren von 
VSS5 und VS)95. Dies folgt aus der Oleichheit der Dreiecke 
gebildet aus S'(S'S)' und aus S((SS). Denn subtrahiert man 
von der Fläche des Parallelogramms §IS3'SI'S3 die Fläche 
91' (S' 2)' und addiert §l(S2), so erhält man den Tensor von 

V6S5 plus dem Tensor von VS)S5, womit obige Oleichung be- 
wiesen ist. 

Die Darstellung einer Fläche durch einen Vektor bietet 
manche Vorteile. Es ist aber darauf hinzuweisen, daß dieser 
Vektor sich von den rein physikalischen Vektoren dadurch 
unterscheidet, daß er sich nicht auf einen bestimmten 
Punkt im Baume bezieht; es sei denn, daß ausdrücklich fest- 
gesetzt wird — imd dies ist für die Lösung einer gewissen 
Elasse von Problemen von Nutzen — , daß er sich auf den 
Schwerpunkt der Fläche beziehen soll. 



Fig. 8. 
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Der in der theoretischen Physik häufig vorkommende 

Vektor V?133 bezieht sich auf einen bestimmten Punkt im 
Raume^ für den die Werte der Vektoren Sl und 85 der Richtung 
und Größe nach als bekannt angenommen werden. 

Der Vektor VSlt bezieht sich auf dieselbe Stelle im 
Raume^ auf welche sich % bezieht, r denkt man sich von ^ 
einem festen Punkte aus nach jener Stelle gezogen. Mit 

anderen Worten^ V%t bezieht sich auf den Endpunkt des 
Vektors r. 

II. Das skalare Produkt. 

Außer dem Vektorprodukt gibt es ein Produkt von zwei 
Vektoren, welches skalaren Charakter hat. Dasselbe wird 
durch einfache Nebeneinanderstellung der beiden Faktoren 
gekennzeichnet. Der Zahlenwert dieses Produktes ist bestimmt 
durch die Definition: 

«85 = ^5 cos (8185). 

Bilden S und 83 einen rechten Winkel miteinander, so 
wird das Vektorprodukt null. 

Die Bedingung dafür, daß Sl auf 83 senkrecht steht, ist 
daher: 



= 0. 
Fallen 91 und 83 in dieselbe Richtung, so ist: 

aa3 = ^Ä 

Daher auch : ^ ^ ^ ^2 ^ ^2 

^^^ ti = il = H = l 

ii = il = j! = 0. 

Will man S[83 als Funktion der Komponenten von % 
und 83 nach den Richtungen i, ), f angeben, so erhalt man: 

«83 = (xÄ, + \A^ + lÄ,) (xB, + iE, + f J?,). 

Führt man die Produktbildung aus imd berücksichtigt dann, 
daß die Glieder mit den Faktoren i), il, \l verschwinden, so 
erhalt man: ^35 _ ^^^^ ^ ^ p^ ^ ^-^^ 
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oder: 



Zerlegt man §1 in zwei beliebige Summanden (S und 3); so 
bleibt die Gleichung: 

«93 = ^5 cos (318) 
doch richtig; d. h. es ist: 

(e + S))» = 68 + 2)8 = «® 

CB (cos S8) + BB cos (2)8) = ^ B cos («8). 
Dividiert man durch By so erhält man: 

G cos (68) + B cos (2)8) = ^ cos («8). 

Wie wir nun früher gesehen haben [siehe Gleichung (2)], 
ist J. cos (S18) der Tensor der Projektion von ?l auf die 
Richtung von 8. Ebenso sind C cos (68) und D cos (2)8) 
die Tensoren der Projektionen von 6, bezw. von 2) auf 8. 

Die Summe der letzteren Projektionen ist aber nach der 
Figur gleich der Projektion von Sl auf 8, womit die Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Die skalaren Produkte 
von zwei Vektoren spielen 
eine wichtige Rolle in der 
Physik. Die mechanische 
Arbeit wird z. B. durch 
das skalare Produkt aus 
Kraft und Weg ausge- 
drückt. Ein anderes skalares Produkt^ welches ebenfalls häufig 
auftritt^ ist der Yektorfluß durch eine Flache. Man versteht 
hierunter den Ausdruck: 




Fig. 8 a. 



J%d%, 



wenn % einen Vektor bedeutet in einem Räume ^ in welchem 
die Fläche g konstruiert ist. Ist % in dem betreffenden Räume 
konstant und g eine ebene begrenzte Fläche, so ist der Vektor- 
fluß: ag. 

Der Vektorfluß läßt sich mit dem Begriff der Kraftlinien 
in Beziehung setzen. Man kann nämlieli den Tensor A einer 
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Kraft für einen bestimmten Punkt dadurch angeben^ daß man 
81^^ die Kraft sende durch die senkrecht zu ihrer Richtung 
in dem Punkte konstruierte Einheitsfläche Ä Kraftlinien. 
Offenbar ist dann die Anzahl der Kraftlinien, welche die 
Flache a durchsetzen: ^f 

bezw.: ^ 

Zu jedem dg gehört derjenige Wert von Ä, welcher im 
Schwerpunkte des Flachenelementes besteht. 

§5. 
Produkte ans drei Faktoren. 

Da man yerschiedenartige Produkte aus drei Faktoren 
bilden kann, so ist es erforderlich, die Bezeichnungsweise so 
zu wählen, daß ein Zweifel über die auszufahrenden Operationen 
ausgeschlossen ist. — Soll zimächst das skalare Produkt von 
zwei Vektoren Sl und S3 mit einem dritten Vektor 6 multipliziert 
werden, so wird dieses dreifache Produkt gekennzeichnet durch 

(«85)6. 

Dieser Ausdruck ist ein Vektor in der Bichtung von @, 
dessen Tensor gleich ist ABC cos («S3). Daher kann gesetzt 
werden: 
(9) («S5)C = ^ÄBG cos («85). 

Soll femer das Vektorprodukt aus « und 85 skalar mit 
dem Vektor (S multipliziert werden, so wird das Resultat aus- 
gedrückt durch: ^r 

Dieser skalare Ausdruck gibt das Volumen eines Parallel- 
epipeds an/ welches «, 85 und (S zu Seiten hat. Denn bildet 
man graphisch «, 85 und S durch Pfeile ab und yeryoUständigt 
«, 85 zum Parallelogramm, so ist V«85 =» g die Orundfiäche. 
Die Höhe des Körpers ist gleich G multipliziert mit dem 
Kosinus des Winkels, den (S mit g bildet. 



1 
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Man erkennt^ daß der Ausdruck negativ oder positiy 
werden kann, je nach dem Winkel, den (S mit Q, bezw. 
Sl mit SB büdet. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Ausdruck ©VäSS, 
wenn derselbe als der Vektorfluß von (S durch die Mache 
Vaa5 aufgefaßt wird. 

Denkt man sich einen geschlossenen Raum, in welchem 
ein Vektor S kontinuierlich verteilt ist, durch drei Scharen 
von senkrecht zueinander stehenden Ebenen in unendlich viele 
Baumelemente zerlegt, so ist der Vektorfluß durch die 
Oberfläche des begrenzten Raumes gleich der Summe 
der Vektorflüsse durch die Oberflächen der Raum* 
elemente. Da nämlich jede Vektorfläche eines im Innern 
befindlichen Raumelementes das entgegengesetzte Vorzeichen 
hat wie die anstoßende Fläche des benachbarten Raumelementes, 
und bei der Bildung des Vektorflusses dieser beiden Flächen 
jede derselben mit demselben Vektor multipliziert wird, so 
ist die Summe der Vektorflüsse sämtlicher Doppelflächen null, 
imd es bleiben daher nur die Vektorflüsse der äußeren Be- 
grenzungsflächen des geschlossenen Raumes zu addieren. 

Bezeichnet man ein Oberflächenelement mit dQ und den 
gesamten Vektorfluß durch Q, so ist: 



Q=^f^dQ. 



Q wird das Oberflächenintegral von 91 genannt. 

Zerlegt man 91, S3 und (S in ihre Komponenten und führt 
daim die Multiplikation aus, so findet man: 

©Va» = (ici + jG, + IC,) [i(j,B, - j,^) 

= Cii^B^ - AS,) + c^iASt - AS,) 
+ c^iAS,- ASt). 

HierfQr laßt sich aach schreiben: 

A> A> A 



(10) eVa» = 



Bnoherei, Vektor -Analjsis. 
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Diese Determinaiite laßt sich aber femer schreiben: 



cVa»- 






Hieraus folgt; daß: 

(11) ©Va» - aV86 = »Vea, 

d.h.; man kann S, a, S3 cyklisch vertauschen. Man erkennt 
ebenfalls; daß diese Produkte positiv sind; wenn die Vektoren 
S; 91; S3 in ihrer Aufeinanderfolge einem Bechtssystem 
entsprechen. 

Die Vorzeichen in den Ausdrücken von Oleichung (11) 
kehren sich natürlich uni; wenn die Reihenfolge der Faktoren 
im Vektorprodukt geändert wird. 

Außer dem skalaren dreifachen Produkt gibt es ein 
vektorielles: 

(12) S) =VeVaa5. 

Die Deutung dieses Symbols ist; daß aus (S und V9[83 
das Vektorprodukt zu bilden ist. 2) steht also auf (S und auf 

V9193 senkrecht. Dann ist aber: 

S)V«a5 = 0. 

Letztere Beziehung bedeutet nuU; daß S) in der Ebene 
liegt; welche % und S3 miteinander bilden« Daher kann für 
S) gesetzt werden: 
(IS) S) « w« + n», 

indem; wie eine einfache Überlegung zeigt; jeder Vektor; 
welcher in der Ebene von zwei gegebenen Vektoren llegt^ 
durch einen derartigen Ausdruck darstellbar ist. Femer liefert: 

, wae + nse = 0; 

oder: ' 

(14) m : n = (- ÖC) : «6. 

Dadurch ist 2) bis auf einen unbestimmt skalaren Faktor K 
bestimmt; denn (13) und (14) liefern: 

(15) JS:» = «(»(£)-»(« 6). 
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Um die Konstante K zu bestimmen, stellen wir folgende 
Überlegung an. Der Tensor von S) wird seinen größten Wert 
erreichen, wenn senkrecht auf S3 steht und wenn @ mit 
9 und 93 koplanar ist. Dann ist nämlich: 

D = ABC 

Da K konstant ist, so wird KD seinen größten Wert 
erreichen, wenn, wie ein Blick auf den Ausdruck: 

a(S5e)-s5(ae) 

zeigt, S3 und S gleich gerichtet und 9( ± S ist. Dann wird: 

KD = ABC, 

Dies ist aber infolge des obigen Wertes fiir D nur möglich, 
wenn: ^^^ 

Daher gilt die Gleichung: 

VeVa» = «(sse) - »(«6). 

Stößt man bei Ableitung eines Ausdruckes auf rein vektor- 
analytischem Wege auf Schwierigkeiten, so steht immer die 
semikartesische Methode zur Verfügung. Doch muß dieses 
Hilfsmittel als ein Notbehelf betrachtet werden. Die semi- 
kartesische Methode ist meist weitläufig. Um zu zeigen, wie 
man diese anwendet, sei im folgenden der Ausdruck: 

VeVa» 

entwickelt. 

Wir drücken zunächst die Vektoren 9(, 93 und S durch 
ihre Komponenten in der t-, )-, f -Richtung aus und erhalten 
den bereits abgeleiteten Wert von V9(iB, nämlich: 

Vaa3 « x{AB, - A,B,) + \{A,B, ^AB,) + l(A,B,-A,B,) 

Wir setzen zur Yereinfachrmg: 
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Dann können wir setzen: 

Nun ist: 
V®@ = t(C,E,= C,E,) + iiC^E, - C^E,) + tiC^E, - G,E,). 

Man setzt in diesem Ausdrack die Werte Ton E^, E^, E^ 
ein und ordnet in folgender Weise: 

» = i^ (Bi Ci + 5, q, + J5, ö,) 

Für die Elammeransdrücke erMlt man: 

B^Ci+BiC, + BsCt=^(S, 

T^ftn er * 

(16) * VeVa© = « • (S93) - 93(S16). 

Kompliziertere Prodnktbildnngen kommen in der theore- 
tischen Physik seltener vor und können immer leicht auf die 
abgeleiteten Doppelprodukte nnd dreiftichen Produkte zurQck- 
gefOhrt werden. Es seien noch folgende Formeln angegeben: 

(17) Va®V®® = (si®)(»s))-(a®)(»e). 

(18) VVasVe® = (aV©»)» - (©Ve®) « 

= (aVss))® - («iVa56)S). 

Von Wichtigkeit ist die Tatsache, daß man bei Tektoriellen 
sowohl, wie auch bei skalaren Produkten die Tensoren als 
Faktoren herausschreiben kann, indem man an Stelle der 
Vektoren in den Produkten die EinheitsTektoren setzt: z. B.: 

. Y^^ = äbY%^i 
V«©V®® = äbcdY^^iY^'S)^. 
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Man kann hieraus noch den weiteren Schluß ziehen^ daß 
man die einzehien Faktoren zu beliebigen Einheitsvektoren, 
welche in dem Produkt vorkommen^ setzen kann: z. B.: 

Va»=^V(Sli-B)S5i 

§6. 
über Differentiation. 

Allgemeines. 

Bei der Untersuchung der funktionellen Abhängigkeit der 
Vektoren von anderen Größen werden wir naturgemäß zu der 
Auswertung von Differentialkoefazienten und überhaupt zu 
Differentiationen geführt. 

Betrachten wir einen physikalischen Vektor in seiner 
Abhängigkeit von anderen Größen. 

In einem Wasserstrom wird in jedem Punkte die Ge- 
schwindigkeit des Wassers eine bestimmte Größe und eine 
bestimmte Richtung haben. Diese Geschwindigkeit ist daher 
in jedem Zeitpunkte eine bestimmte Vektorfanktion der Koordi- 
naten des Punktes oder kurz des Baumes. Man hat sich in 
diesem Falle den die Geschwindigkeit darstellenden Vektor 
als kontinuierlich im Raum verteUt yorzusteUen: 

Ändert sich diese Geschwindigkeit mit der Zeit^ so ist: 

a = f{^> y, ^> 0. 

Beschränkt man sich darauf^ die zeitlichen Änderungen 
der Geschwindigkeit des Wassers in einem bestimmten Punkte 
zu untersuchen^ so wird der Koeffizient 

dt 
von Interesse sein. Dieser Differentialquotient ist ohne weiteres 
yersiandlich. 
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^icht 80 einfach liegen die Yerhaltniflse bei dem vorerst 
genannten FaUe^ wo die Geschwindigkeit 9( in einem Punkte 
in ihrer Abhängigkeit von der Lage des Pmiktes im Bamne 
untersucht werden solL Legt man einen Punkt als Anfangs- 
punkt eines Radiusvektors fest; von dem aus der Radius nach 
beliebigen Punkten des Raumes gezogen werden kann, so laßt 
sich die Geschwindigkeit des Wassers als eine Funktion dieses 
Radiusvektors angeben. Ln allgemeinen wird jeder sehr kleinen 
Änderung des Radiusvektors eine sehr kleine Änderung von 
9 entsprechen. 

Die Bildung des Differentialquotienten j- ist aber nicht 

angängig, weil der Division eines Vektors durch einen anderen 
Vektor kein bestimmter Sinn beigelegt werden kann. Dies 
hängt damit zusammen, daß bei Kenntnis des Vektorproduktes 
zweier Vektoren und des einen Vektors der andere Vektor 
nicht bekannt ist. 

Hingegen hat es einen Sinn zu fragen, welche Änderung 
9 erleidet, wenn man in der Richtung von r um die Strecke 
dr weiter geht Li der Tat spielt der Koeffizient 

dr 

eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik. Weiter unten 
wird dieser Koeffizient eingehender behandelt werden. 

Man kann auch nach der Änderung fragen, welche der 
Vektor 9( erleidet bei einer bloßen Richtungsänderung des 
Radiusvektors r, d. h. bei Konstanz vor r. Offenbar liegen 
die Werte von 3(, welche hier in Frage kommen, sämtlich 
auf einer Kugelfiäche, welche mit dem Radius r um den 
Anfang des Radiusvektors beschrieben werden. 

Das Differential von % ist im allgemeinen ausdrückbar 
durch: 

(19) d^^n^dA + Äd^, 

(20) d% = xdA^ + \dA^ + UA^, 

«d« = (i^ + i A + iA)(}äA + i^A + W^) 
=^ A^dÄi+ A^dA^"]- A^dA^. 
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Da nun «« = J.«=^ +^ + -^, so folgt: 

(21) «d« = ÄdÄ. 
Dividiert man durch Ä, so erhalt man: 

(22) ^^d^^dA. 

Setzt man aus (19) den Wert von dU ein, so ergibt sich: 

^^{^^dA+Äd%;)^dA, 
oder 

dA+^d^^dA. 
Daher: 

(23) ad«li=0; 

d.h. d%i steht senkrecht auf 3(. 

Hat man ein Vektorprodukt zu differentiieren, so ist die 
Reihenfolge zu beachten: 

Es ist femer: 

Ein Radiusvektor^ dessen Anhng sich im Koordinaten- 
anfangspunkt befindet , ist bestimmt durch: 

t-=-ix + iy + U 

dl = xdx + \dy + Idz. 

Hieraus folgt: . , , 

\at=^ax 

1^^) \dx^dy 

tax — de. 

Daher * 

dt(t -I- i f f) = d« + dy + de. 

§7. 

Eine hervorragende Rolle spielen die Differentialoperatoren; 
zu denen wir uns jetzt wenden wollen. Sie lassen sich alle 
von dem Hamiltonschen Operator V ableiten. 

V ist definiert durch: 

«-» • ^ • • ^ • tf 9 
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Man erkennt; daß y ^ ein Vektor aufgefaßt werden 
kann; dessen Komponenten in der tj|I-Riclitmig die Tensoren 

A A A 

dx' dy' dz 
haben. Das Bechnen mit diesem nnd den daraus abgeleiteten 

Vektoroperatoren gewinnt sehr an Einfachheit, wenn die 

Operatoren wie andere * Vektoren behandelt werden. Ein 

solches Verfahren ist durchaus wissenschaftlich und auf Grund 

der Theorie der Invarianten streng zu begründen. Übrigens 

bedienen wir uns auch auf anderen Gebieten derartiger 

symbolischer Methoden^ so z. B. zur Lösung von gewöhnlichen 

Differentialgleichungen. Der Nachweis der Berechtigung des 

Verfahrens ist dann nach Lösung der Gleichung leicht zu 

erbringen; indem die Differentiation der Litegralgleichung die 

ursprüngliche Differentialgleichung liefern muß. 

Sollte bei -einer derartigen Behandlung der Operatoren 
ein Zweifel über die Berechtigung des Verfahrens entstehen^ 
so steht immer der Weg offen, den Operator in seine Kom- 
ponenten aufzulösen und durch schrittweise Ausführung der 
Operationen das Resultat zu erzielen. 

Wirkt der Operator V auf einen Vektor, so ist das 
Resultat ein Skalar: 

(26) ^%^(i^ + i^ + t^yiA, + iA, + tA,) 

dx "^ dy dz 
Man erkennt, daß bei Auflösung der Klammem die Aus- 
drücke i^— usw. sowohl die RoUe von Paktoren als wie von 

dx 

Differentialopei:atoren spielen. 

Li der Tat ist dieser zweifache Charakter der Vektor- 
operatoren stets im Auge zu behalten und zwar besonders bei 
der Differentiierung von Produkten. 

Der Ausdruck VÄ wird die Divergenz von SC genannt 
und auch mit div% bezeichnet: 

Die Deutung der Divergenz eines Vektors wird erleichtert, 
wenn wir sie mit dem früher besprodienen Vektorfluß in 
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Beziehimg bringen. Wie gezeigt worden ist; laBt sich der 
Yektorflnß durch die Oberflache eines geschlossenen Baumes 
auffassen als die Summe der Yektorflüsse, welche den Be- 
grenzui^flachen der Yolumelemente des Raumes zukommen. 
Man kann nun die Yolumelemente als die Quellen auffassen^ 
denen die elementaren Yektorflüsse entspringen, und der 
Gesamtvektorfluß durch die Oberfläche wäre dann durch die 
Ergiebigkeit sämtlicher Quellen der Eaumelemente bestimmt. 

Fassen wir ein beliebiges Baumelement ins Auge, so 
wird in dasselbe ein gewisser Fluß von % eintreten und im 
allgemeinen ein unendlich wenig verschiedener Fluß von 9 aus- 
treten. Der Überschuß des ausgetretenen über den eingetretenen 
Fluß wird nun die Ergiebigkeit des Baumelementes darstellen. 

Ist die Baumeinteilung in der Weise erfolgt, daß die 
drei Scharen von Ebenen der ym-, der X0' und der xy-lEhexie 
eines Koordinatensystems parallel sind, dessen x, y und in 
den Bichtungen i\t zunehmen, so stellt dxdyde ein Yolum- 
Clement dar, und die paarweise gegenüberliegenden sechs 
Flächen desselben sind ±.xdy d0, ±\dx dz, ±idy dx. 

Hat nun der Yektor an der Fläche — xdydz den Wert % 
so wird er an der gegenüberliegenden Fläche idydz, welche 
um die Strecke dx davon entfernt liegt, den Wert haben: 

r. r^ a„ !±: ... a» .^ 

Yektorflnß, d. h. der gesamte Yektorflnß durch die betrachteten 
unendlich kleinen Seiten, ist daher: 

(a + ^dxydyd0 - ^idydz, 
oder: j^o. 

Dieser Ausdruck läßt sich auch schreiben: 

oder: ^ . 

-g-^ dx dy dz. 
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Für die beiden anderen Seitenpaare gelten analoge Über- 
legungen. Wir fassen zusammen: 

Der Überschuß des anstretendai Blasses über den ein- 
tretenden durch die ±idyd0-Fl&ohen ist, wie wir gezeigt 
haben: ;)« ;) j 

Durch die ± 1 dxdZ'Fl&cixeu findet man analog: 

idxdef^dy^^-^dxdydn. 
Durch die ±1 (2a;e2y-Flächen: 

ldxdy^^dis=^-^dxdydg. 

Der Ydktorfluß^ welcher dem Yolumelement dxdyde = dv 
entspringt^ ist daher: 



(?j+^+^) "-'»'". 



folglich ist der gesamte Vektorfluß^ welcher dem geschlossenen 
Baume entspringt: 



/( 



-^+^+'^)''"- 



idx dy 

Wie früher gezeigt worden ^ ist der gesamte Yektorfluß 
durch das Oberflächenintegral von 9( definiert Daher ist: 



(27) f^^i-ß 



V^dv. 



Dieser Satz wird als der Satz von Gauß bezeichnet. 

Das Oberflächenintegral eines Vektors ver- 
schwindet; wenn die Divergenz des betreffenden Yek- 
tors null ist. Die Gleichung 

(28) ' va = o 

heißt die hydrodynamische Gleichung. Sie enthält die 
Bedingung; daß eine Flüssigkeit^ deren Geschwindigkeit 9 ist; 
inkompressibel sei. 

Denkt man sich innerhalb einer unzusamm endrückbaren, 
sich bewegenden Flüssigkeit einen Baum abgegrenzt; so wird 
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in jedem Zeitmoment ebensoyiel Flüssigkeit axna diesem Bamne 
ausfließen wie einfließen. Mit anderen Worten^ die in jedem 
Momente im ganzen einfließende Flüssigkeit ist null. 

Die Quantität einer Flüssigkeit^ welche durch eine Fläche 

mit der Geschwindigkeit % eintritt^ ist aber l^äQ, d. h. gleich 

dem Oberflächenintegral von 9 über g. Man erkennt hieraus, 
daß das Oberflächenintegral Ton % über eine geschlossene 
Fläche null wird, wenn die Flüssigkeit unzusammendrückbar 
ist. Infolge des Gauß sehen Satzes wird dann auch die 
Divergenz von Ä null. 

Das Beispiel einer strömenden Flüssigkeit hat noch einen 
weiteren Vorzug. Denkt man sich nämlich in einem Punkte 
eines abgegrenzten Baumes eine Quelle der Flüssigkeit, so wird 
der Vektorfluß der Geschwindigkeit %, d. h. die Strömung der 
Flüssigkeit durch die Begrenzungsfläche des Baumes unabhängig 
sein von der Gestaltung dieser Fläche, solange diese Fläche 
die Quelle einschließt. Diese Tatsache ist im Gaußschen 
Satze enthalten, indem bei der Bildung des Oberflächenintegrals 
von 9[ eine beliebige Fläche in Frage kommt, welche sämt- 
liche Volumelemente mit DivergenzsteUen einschließt. 

Wirkt V auf einen Badiusvektor, so ergibt sich: 

Vr = V(i. + i, + f.)=^ + || + g = 3. 

Wirkt der Operator V auf einen Skalar, so ist das Besultat 
em ^r e&toT* 

(29) ■ V^ = i|^ + i|| + l|^. 

um mit dieser Operation ein Bild zu verbinden, d^ike 
man sich einen Körper, dessen Dichte variabel ist, und zwar 
in der Weise, daß sprungweise Dichteänderungen nicht vor- 
kommen m^en. Die Dichte kann dann als stetige Funktion 
des Baumes dargestellt werden. 

Legt man in dem Körper einen Punkt als Anfangspunkt 
eines Badiusvektors fest, so wird die Dichte in jedem Punkte 
eine eindeutige Funktion dieses Badiusvektors sein. Beachtet 
man das im Anschluß an Gleichung (2) Seite (6) Gesagte, so 
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wird man erkennen^ daß V^ in diejenige Richtung fällig 
in der sich Ä am meisten ändert. Denn nur in dieser 
Richtung erreicht V-4 seinen größten Wert. — Geht man in 
der Richtung des Radiusvektors t um die Strecke dr weiter, 
so wird sich A um dÄ geändert haben. Zu dem Endpunkte 
des Vektors r^(r + dr) gelangt man aber, indem man in der 
i-Richtung um dx, dann in der {-Richtung um dy und schließ- 
lich in der I-Richtung um du weiter geht» Daher ist: 

dÄ dÄdx . dAdy. dAdz 

dr ~Sx dr "" ^y dr 'We dr ' 

und nach Gleichung (24) nimmt die rechte Seite den Wert an: 

dA dÄ . dl d Ä * dl d Ä ^dx 

'dr'^Jx^dr'^'dy^dr'^'de^dr' 

Bei konstantem t^ ist aber: 

dt = r^dr. 



Daher: 



-4l^+i|f+*l^) 



(29) ^ = t,(V^). 

(30) dÄ = Xidr(VÄ) = dt(V^). 

-j- wird null, wenn r^ senkrecht auf VÄ steht Bezeichnet 

man daher die Fachen, aof welchen die Dichte A konstant ist, 
als Niveanföchen, so steht VA in jedem Punkte dieser Fläche 
anf der Niveanfiäche senkrecht und fallt in die Richtung, in 

der sich J. am meisten ändert. Für t^(yA) kann — (VJ.) gesetzt 

werden; fährt man die Multiplikation von — mit VJ. aus, so 
ergibt sich: 

Es ist also: 

(31) t,iVA) = (x,V)A. 

Von häufigem Vorkommen ist der Ausdruck: 

vi. 

r 



I 



/ 

/ 
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ZmuLclist erkennt man leicht; daB der Tensor dieses Vektors 
den Wert ^ 

haben maß; denn in keiner Bichtong kann sich ein reciproker 
Radiusvektor mehr ändern als um diesen Betrag. Bezeichnen wir 
einen Einheitsvektor^ welcher in die noch unbekannte Bichtong 

von V— fallt, mit q, so können wir setzen: 

Anderseits wissen wir, daß: 

(t.V)i = r,(vi) = -i. 

FolgUch: 

^ q=-r,. 

Daher fi;idet man: 

V- = - \ 

r r" 

Bisher halten wir die Ausdrücke VÄ, VÄ und (r^V)-! 
kennen gelernt. Diese Ausdrücke können als Produktbildungen 
/ aufgefaßt werden. Es liegt nun nahe, das Vektorprodukt aus 
V und X zu untersuchen, d. h. den Ausdruck VVSl. Ent- 
wickeln wir diesen Ausdruck geradeso wie VS(93, so folgt: 



(32) Vva == 



i i « 



oder: 

(38) Vva - i(^ - ^) + i(^ - |i) + f f^ _ ^). 

Der Ausdruck VVÄ wird auch als der curl von Ä be- 
zeichnet. Der curl eines Vektors spielt eine wichtige Bolle 
in der theoretischen Physik. Seine Bedeutung wird besonders 
bei Besprechung des Linienintegrals eines Vektors hervortreten. 

Die Divergenz eines ctirls ist null. Es ist nämlich: 

div curl a « VVcurl ?( = VVV«. 
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Durch cyklische Yertauschung nimmt letzterer Ausdmck 
die Form an: vVv« = (VVV)«. 

Ein Vektorprodukt^ dessen beide Faktoren gleich sind^ ist 

aber null. Daher: 

(33a) divcurl?l=-0. 

In dem Ausdruck *, 

Vva = curia 

kann Sl auch durch ein Vektorprodukt ersetzt werden: 

curiVe® =VvV6». 

Da der Operator V auf (S sowohl wie auf 2) einwirken 
soU; so läßt sich auch schrei1)en: 

oder: 

VvVes) = curiffVe® + curijjVes)* 

FürVV(jV6S) läßt sich aber auch nach (16) setzen: 

VVffVes) = (S)v)e.- (ve)S). 

Bei der Aufeinanderfolge der Faktoren in den Produkten 
2)V und VS ist dem Umstände Rechnung getragen, daß nur 
@ variiert werden soll. In derselben Weise erhalt man: 

Im ganzen erhalt man daher: 

curi Ves) = (S)v)(5; - s)(v©) + (v®)® - (®v)S), 

oder: 

(34) curlV®S) = (®V)S~(eV)® + ®divS)-S)diye. 

Von Interesse ist der curl eines Vektorprodukts, in 

welchem der eine Faktor konstant, der andere ein Radius« 

vektor ist. 

In dem Ausdruck: ^j 

curl V®r 

sei S ein konstanter Vektor und r ein Radiusvektor. Ent* 
wickelt man noch (34), so ergibt sich: 

curl VSr = (rV)® - {(lV)t + (Sdivr - rdir ®. 
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Nun ist (rV)S und tdivS null wegen der Eonstanz von 

(S, und es folirt: tt 

^ cnrlV(£r = 6divr-(6V)r. 

Wie früher gezeigt worden ist, nimmt div r den Wert 3 an. 

^^^"^^ (Vr)® = ®(Vr)«36. 

Femer ist: 

((£V)r = (C,^ + C,^ + C,^) (t^ + iy + f ^) 

Deslialb kann gesetzt werden: 
(35) Vv,V6r « curl,V6r = 26, 

Das Symbol curl, bedeutet, daß die Variation nur auf den 

Faktor r des Vektorprodukts V(Sr zu erstrecken ist. Zu 

bemerken ist, daß: . ^ 

' curlt = 0. 

Denn es ist: 

i J « 

A A A 

dx dy dz 
X y z 

Von Wichtigkeit ist femer der Ausdruck: 

curl(9)a), 

wo 9> einen beliebigen Skalar bezeichnet. Beachtet man, daß 
man ein Produkt variiert, indem man den einen Faktor bei 
Konstanthaltung des anderen variiert, dann den zweiten bei 
Eonstanthaltung des ersteren und dann addiert, so kann man 
setzen: 

curi(y«) -= Vv(y«) = V(V9))a + Vva, 

oder: 

(35a) curl(ySl) = V(Vy)a + ycurl?C. 

Ebenso wie man VvVä© als dreifaches Vektorprodukt 
auffassen kann, so ist es gestattet, den Ausdruck: 

als Produkt der Faktoren V und V9(93 anzusprechen. 



curlr = 
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Beachten wir, daß V sowohl auf 31 als auf 85 variierend 
einwirken soll^ so können wir schreiben: 

Durch cyklische Yertauschung kann daher auch gesetzt 
werden: 

vVa» = asVvsi - ?iVva5 « »curia - «curi», 

oder: 

(35b) div Va» = 8 curl a - a curl ». 

Ein Operator^ welcher sich aus dem Hamiltonschen ab- 
leiten läßt; indem man diesen mit sich selbst multipliziert^ ist: 



r2 



Der Ausdruck V wird der Laplacesche Operator ge- 
nannt und ist definiert durch: 

z.B.: 

(35c) v?l = -^ + -^ + -^^ 

oder auch: 



v'a = tV'^i + i V' J, + ivX. 



r2 



Wirkt V auf einen Skalar ein^ so kann auch geschrieben 
werden: 

(35d) V'-4=V(V^). 

Denn: 



(.dA .dA .dÄ\ 



3y 

Eine solche Trennung der Faktoren V ist jedoch nicht 
statthaft; wenn V auf einen Vektor wirkt. Denn offenbar ist: 

und dieser Wert ist verschieden von: 
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In der theoretischen Physik kommt häufig der Operator 
curl«Tor: curl»IC = VvVva. 

Dieser Ausdruck ist als dreifaches Vektorprodukt aus V^ 
V und 9 aufzufassen. Deshalb nimmt er den Wert an [siehe 
Gleichung (16)]: 

(35f) curPa = vdiv« - v*a. 

Von Wichtigkeit ist auch die Gleichung: 

(35g) curl (V^) = VV(V^) = 0. 

Die Richtigkeit dieser Beziehung erhellt am besten^ wenn 
man curl(VJ.) durch seine Determinante darstellt. 
Es ist nämlich: 



* 

t 


1 


i 


a 


d 


d 


dx 


h 


dt 


dÄ 


dÄ 


dÄ 



curl(V^) = 

dx dy dz 
und wie man sofort erkennt^ ist diese Determinante null. 

§8. 

Die Operation ($[V)93 beansprucht besonderes Interesse. 
Der Ausdruck kann als dreifaches Produkt der Vektoren 
%, V und 99 aufgefaßt werden: 

(36) (av)8=(A^ + ^^ + A^)». 

Erinnert man sich der Formel (16):, 

(683)8 - («©)» = V®V«8, 
so laßt sich far (?(V)SB schreiben: 

(37)(av»)8=v»(?i8)+VVv»a3a=v»(a8)+Vcuri8.a. 

Ist 9( ein Einheitsradius X^y so kann (r^Vg))93 als der 
Differentialkoeffizient von S3 nach r aufgefaßt werden nach 
Analogie von Gleichung (30): 

Bacher er, Vektor -Analysis. 3 
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(38) (r, V) © = ^ = Vö(r,©) + VcurlSBr,, 

(38a) d» = dr (r^V)» = (drV)» 

und durch Multiplikation von (38) mit r: 

(39) (r V) © = ^ r = ViB(r ©; + Vcurl © r. 

Diese Gleichung gestattet es^ einen Vektor als Funktion 
eines Radiusvektors nach der Mc. Laurinschen Reihe zu ent- 
wickeln. Bekanntlich ist^ wenn y «» f(x), 

y=/(o)+r(o)a;+r(o)i^+--- 

In dieser Gleichung bedeuten f(P), f{0) usw. die 
Funktion y bezw. die Derivierten dieser Funktion, nachdem 
man in denselben x = gesetzt hat. 

Faßt man daher den Vektor © als lineare Funktion von 
r auf und versteht man unter d© die Änderung, die © er- 
leidet, wenn man in der Richtung r, um die Strecke dr 
weitergeht, so ergibt sich: 

Der Index bedeutet, daß die Werte von © und von 

-j- in Frage kommen, welche in einem unendlich kleinen 

Bezirk um den Anfangspunkt des Radiusvektors herum be- 
stehen. 

Man erkennt nun, daß man gemäß Gleichung (39) setzen 
kann: 

(40) » = »0 + (rV)oa3, 

wenn man 93 in dem unendlich kleinen Bezirke, welcher den 
Ursprung des Badinsrektors nmgibt, angeben wilL t ist als- 
dann ein unendUch kleiner Radios. 

Dorch Einsetzen des Wertes Ton (c V) 83 ans Gleichung (39) 
folgt: 

(41) 83 = S5o + VB(r 93) + Vcurl 93 r. 



J 
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Dieser Ausdruck laßt sich yereinfachen, indem für 
V(r83) auch gesetzt werden kann: 

V»(r»)=V(r©)-V,(r»). 

Führt man die Operation VY(r93) aus^ so findet man dafür 
den Wert 83. Daher: 

(42) V»(ra3)=V(r»)-», 
folglich: 

(43) »-|a3o + |v(©r)+iV<^^^l®^' 
Einfachere Beispiele aus der Mechanik 

I, Zur Statik starrer Körper, 

Ein starrer Körper ist dadurch definiert^ daß man die 
Angriffspunkte der auf ihn wirkenden Kräfte beliebig in den 
entsprechenden Ejraftrichtungen verschieben kann, ohne das 
Gleichgewicht zu stören^ bezw. den Bewegungszustand zu 
ändern. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Die Kräfte^ welche in den Schwerpunkten der 
Flächen eines Polyeders normal zu diesen und nach 
innen gewandt mit Intensitäten angreifen^ welche den 
Inhalten der betreffenden Flächen proportional sind, 
halten sich im Oleichgewicht. 

Zunächst beweisen wir diesen Satz für ein reguläres 
Tetraeder. 

Errichtet man in den Schwerpunkten der Flächen eines 
solchen die Normalen, so treffen sich diese Normalen be- 
kanntlich in einem Punkte und gehen durch die Ecken des 
Tetraeders. Wenn man daher die Angriffspunkte der in den 
Schwerpunkten der Tetraederflächen angreifenden normalen 
Kräfte nach diesem Schnittpunkt verlegt und beächtet, daß die 
Kräfte der Gh-öße und Richtung nach bis auf das Vorzeichen 
den als Vektoren aufgefaßten Flächen entsprechen, für welche 

<die Gleichung gilt: ^Q =» 0, so ist einleuchtend, daß diese 
Kräfte sich im Gleichgewicht halten müssen. 
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Hat man XLun ein beliebiges Polyeder^ so kann man dieses 
in eine unendlich große Anzahl von regulären Tetraedern 
lückenlos einteilen. Läßt man auf die Flächen der Tetraeder 
die normalen nach innen gerichteten gleichen Kräfte wirken^ 
so daß dieselben im Schwerpunkte der Tetraederfiächen an- 
greifen^ so wird jedes Tetraeder in Gleichgewicht sein und 
folglich auch das Polyeder. Erwägt man, daß auf zwei 
aneinander stoßende Tetraederfiächen gleiche und entgegen- 
gesetzte Kräfte wirken, welche sich also aufheben, so bleiben 
als wirkende Kräfte nur diejenigen übrige die an den Ele- 
menten der Polyederfiächen selbst aa^eifen. Auf die Elemente 
der Polyederflächen wirken nun gleiche normale Kräfte. Diese 
können bei jeder Polyederfiäche ersetzt werden durch eine 
einzelne im Schwerpunkt der Polyederfläche angreifende, 
normal nach innen gerichtete Kraft von der Gh*öße des Inhalts 
der entsprechenden Fläche. 

Hieraus folgt, daß ein Polyeder im Gleichgewicht sich 
befindet, wenn in den Schwerpunkten der Flächen zu letzteren 
proportionale, normale, nach innen gerichtete Kräfte angreifen. 

n« Zur Theorie des Sohwerpunktes, 

Im folgenden betrachten wir den Gleichgewichtszustand 
eines starren, homogenen Körpers, auf welchen die als kon- 
stanter Vektor aufgefaßte Schwerkraft einwirkt. Der Schwer- 
punkt eines solchen Körpers fallt mit dem Massehmittelpunkt 
zusammen. Daher genügt er der Bedingung, daß sein Abstand 
von einer beliebigen Ebene gleich dem mittleren Abstände 
seiner sämtlichen Punkte yon dieser Ebene ist. 

Um die Bedingungen, welche an den Schwerpunkt zu 
knüpfen sind, analytisch zu formulieren, ist es nützlich, yorher 
auf den Begriff eines Kraftmoments einzugehen. 

Unter dem Kraftmoment 3R einer im Punkt P angreifenden 
Ejraftf^ in Bezug auf den Punkt versteht man den Ausdruck: 

VtS, 

wo r Ton nach P zu ziehen ist. Das Kraftmoment strebt 
den Körper um eine durch gehende, senkrecht zu r und 
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xi stehende Achse zu drehen. Damit also ein Körper weder 
eine Drehwirkung und noch eine translatorisch wirkende 
Eraftwirkung erfahre^ muß die geometrische Summe aller 
Eraftmomente und die Summe aller Kräfte null sein. 

Das heißt: ._ 

2^^3 = 0. 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist nun dadurch aus- 
gezeichnet; daß für jede beliebige Orientierung des Körpers 
gegen die Kraftrichtung die Summe aller Ejraftmomente be- 
zogen auf den Schwerpunkt null ist. Ist die Dichte des 
homogenen Körpers q und bezeichnen wir die Schwerkraft 
mit @ und ein Yolumelement mit dv, so wirkt auf den Körper 
eine Kraft: /* 

Es ist daher die Summe äK aller Kraftmomente: 

m = QJ\x@dv. 

@ ist von einem Potential ableitbar: 

@ = Vy; 
daher: ^ 

m = QjNxV(pdv. 

Nun ist nach Gleichung (35 a): 

Vr Vy = 9 curl r — curl (yr); 
da aber: 

curl r = 0, 
so folgt: ^ ^ 

QJNxV(pdv = — Q I G\u:l{(px)dv. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ^ßt sich noch um- 

formeU; indem: ^ ^ 

- q\ curl {ipx)dv = q\ V(9r)d8; 

daher: /> 

3R = 9jV(9r)dfl. 

Es läßt sich also das Gesamtmoment der auf einen 
homogenen Körper wirkenden Kräfte bezogen auf 
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einen beliebigen Punkt durch ein vektorielles Ober- 
fläcbenintegral angeben^ wenn das Potential der Kraft 
an jedem Punkte der Oberfläche desselben bekannt ist. 
Für den Schwerpunkt gilt: 

/V(9r)dfl = 
oder: 

Diese Bedingung muß für jede beliebige Lage des Körpers 
erfüllt seiu; oder^ was dasselbe bedeutet^ bei einer bestimmten 
Lage des Körpers muß die Gleichung für eine beliebig ge- 
richtete konstante Kraft erfüllt sein. Das ist aber nur mög- 
lich^ wenn: 

xdv = 0. 



/' 



Dieser Bedingung muß der Schwerpunkt eines 
jeden homogenen Körpers genügen. 

m. Die Bewegung eines starren Körpers, 

Der allgemeine Fall der Bewegung (Schraubung) eines 
starren Körpers tritt ein^ wenn der Körper außer einer trans- 
latorischen Bewegung eine Drehung ausfährt. Man erhalt die 
Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes des Körpers^ wenn 
man zur translatorischen Geschwindigkeit die rotatorische 
addiert. Wir wollen nun den Ausdruck für die letztere ab- 
leiten. 

In der Figur bezeichne der große Pfeil die Lage der Dreh- 
achse. Auf dieser wählen wir einen beliebigen Punkt 0^ von 
dem aus wir den Radiusvektor nach dem Punkte P des starren 
Körpers ziehen^ dessen Geschwindigkeit wir finden wollen. Be- 
zeichnen wir dann den Tensor der Winkelgeschwindigkeit mit w 
und den Winkel^ den r mit der Achse bildet^ mit a, so erkennt 
man sofort^ daß der Tensor v der Geschwindigkeit von P ist: 



Das erste Eeplersche Gesetz. 
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Die Bichtang der Geschwindigkeit t) ist dadurch bestimmt, 
daß die Anfeimmderfolge Ton r, t) nnd der der Drehung ent- 
sprechenden Achsenrichtung einem Bechtssystem entspricht. 
Fassen wir daher die Winkelgeschwindig- 
keit als einen Vektor auf, dessen Richtung 
in jene Achsenrichtung fallt, so erkennt 
^> daß: ^ _y^^ 

Führt der EÖrper außerdem eine 
translatorische Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit \)q aus, so ist die Bewegung 
eines Punktes eines starren Körpers in 
einem gegebenen Zeitpunkt: 

to ist für alle Punkte des Körpers kon- 
stant. Wie nun früher gezeigt wurde [siehe Gleichung (35)], ist: 

2» = curl to; 
daher ist auch: 

t) = t)o+ fVcurl tot. 




Fig. 9. 



rv. Zur Kinematik eines Fnnktes. Das erste Keplersohe 

Ghesetz. 

Das erste Kepl ersehe Gesetz sagt bekanntlich aus, daß der 
von der Sonne nach einem Planeten ge- 
zogene Badiusvektor in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen beschreibt. 

Dieser Satz gilt allgemein f^ die 
Bewegung einer Masse, auf welche eine 
Zentralkraft wirkt. 

Bewegt sich der Badiusvektor t in 
der Zeit dt um die Strecke dt weiter, 
so ist die beschriebene Flache dQ: 



d8 = ^Vrdr; 




Flg. 10. 



daher: 
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dt "■ 2^^dt^ 
folglich: 

d d^ 1 Trdx dt . J^"U^ ^ 

Uli'' 2^ dt dt ^ 2^ dt*' 

Die rechte Seite der Gleichung ist offenbar nnll^ denn 
zniulchst ist das erste Glied als Vektorprodukt zweier gleicher 

Vektoren nnlL Das zweite Glied besteht ans Faktoren^ welche 

d*x 
entgegengesetzte Richtung haben. Denn ^t$ repräsentiert die 

Beschleunigung der Eraft und ist im Falle, daß die Gravitations- 
kraft wirksam ist, nach dem Zentrum gerichtet, während r 
vom Zentrum nach der Masse gezogen ist. Da nun: 

so folgt: 

dt dt ""^^ 

dt ^' 
Dies ist das erste Eeplersche Gesetz. 



V. Die Bewegung eines Punktes auf einer Kurve. 

Ein Punkt bewege sich auf einer beHebigen Kurve. Zur 
Zeit t befinde er sich in P^. Im folgenden Zeitelement lege 
er die Strecke ds zurück und gelange so nach P^, Zieht man 
von einem festen Punkte aus einen Radiusvektor nach dem 
Punkte, so fallt die Bichtung der Geschwindigkeit t) in jedem 
Zeitpunkte mit der Bichtung des Zuwachses von r zusammen. 

Daher findet man: 

^==di' 

Die Bichtung von t) ist aber tangential zur Kurve. Be- 
zeichnet man daher einen Einheitsvektor in der Bichtung von 
t) mit q, so erhalt man: ^g 

ds 

j- ist hier also der Tensor der Geschwindigkeit. 



Die Eomponenten der BescMemugang. 
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Für die Beschleiuiigang findet man: 

^ _ dc^ds d^_dCj, /ds\« d^ 

® ■" "57 5« "^ ^dt* "~ ds \dt) "^ ^dt* ' 

-p- laßt sich nun mit dem Krümmungsradius der Kurve im 
Punkte Pj in Beziehung bringen. Zieht man von den Punkten P^ 
und Pj die Einheitsvektoren C^^ und 
Ci+ dCi in der Richtung von ö und 
verbindet die Endpunkte, so entsteht 
ein gleichschenkliges Dreieck, dessen 
Winkel an der Basis als rechte Win- 
kel aufgefaßt werden dürfen, weil 
der Winkel an der Spitze unend- 
lich klein ist. Die Basis ist nun 
gleich dq. 

Femer errichten wir in P^ und 
Pj nach der konkaven Seite zu Senk- 
rechte auf Cj und q + rfc^^. Diese 
schneiden sich im Krümmungsmittel- 
punkte. Das so entstandene Dreieck 
ist dem Dreieck, gebildet aus c^, c^-}- dt^ 
und (2q, ähnlich nach Konstruktion. 
Daher verhält sich der Tensor von 
dt^ids wie 1:JB, wenn mit JB der 
Krümmungsradius bezeichnet wird. 

Denkt man sich den Krümmungs- 
radius U vom ELrümmungsmittelpunkt aus nach der Kurve 
gezogen, so ist offenbar die Richtung dieses Radiusvektors 
entgegengesetzt derjenigen von dt^. Deshalb kann gesetzt 
werden: , «. 




Fig. 11. 



ds 



B 



wo 22^ einen Einheitsradiusvektor in der Richtung von R be- 
deutet. Daher findet man für die Beschleunigung: 



«— !©■+•. 



d^ 
dt* 
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§ 8a. 
Yektoranalytische Transformationen. 

An den Physiker tritt häufig die Aufgabe heran^ variable 
Vektoren, welche als Punktionen gewisser unabhängiger Ver- 
änderlichen auftreten, als Funktionen von anderen Veränder- 
lichen auszudrücken. Die Vektoranalyse gestattet nun derartige 
Transformationen in eleganter Weise zu bewerkstelligen. Wir 
haben bereits in dem Satze vom Oberfiächenintegral eine 
derartige Transformation kennen gelernt. 

Wenden wir uns zunächst der Ableitung des Stokesschen 
Theorems zu. ^ 

Ein Vektor 83 sei im Räume kontinuierlich verteilt. Wie 
bereits früher gezeigt wurde, läßt sich daun 93 als Funktion 
eines Radiusvektors darstellen, dessen Ursprung in einem be- 
liebig gewählten Punkt festgelegt ist. Läßt man den End- 
punkt dieses Radiusvektors eine Raumkurve tracieren, so 
bezeichnet man den Ausdruck: 



ß 



93dr 



als das Linienintegral des Vektors 93 ^über die Kurve. Das 
Integral ist zwischen den Punkten Pq und P^ zu nehmen. 
Ist die Kurve eine geschlossene, und soll das Integral über die 
geschlossene Kurve genommen werden^ so drückt man ein 
solches Integral durch das Symbol: 

r oder durch /S3dr 



/83dr oder durch / J 



aus. Durch das Stokessche Theorem wird nun ein Linien- 
integral über eine geschlossene Kurve durch ein Flächen- 
integral über eine beliebige von der Kurve begrenzte Fläche 
ausgedrückt. 

Bevor wir den eigentlichen Stokesschen Satz beweisen, 
soll ein verwandtes* Theorem abgeleitet werden. 
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Man denke sicli die abgebildete Kurve durch den End- 
punkt Yon r traciert. dx ist dann als Streckenelement der 
Kurve aufzufassen. S3 sei eine lineare. Funktion von . 

Nach Gleichung (39) ist: 

(rV)a3-r^==ViB(r») + Vcurl8r, 
wofQr auch infolge von (42) gesetzt werden kann: 

(44) r^ = V(ra3) - 93 + VcurlSSr. 

Hier ist wohl zu beachten^ daß die Werte von 93, -^ 
und curl93 sich auf den Endpunkt von t beziehen. 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit dx und 
integriert über eine geschlossene Kurve, so ergibt sich: 

(45) Jr^dx^fdx'7{xfÖ)^f^dx + fdxYcixrlf8x. 

Nun ist die linke Seite der Gleichung durch partielle 
Integration: 

(46) ^,^.,_/-,(„^j)-/;.(,^. 

Der erste Term der rechten Seite verschwindet aber, 
denn unter dem Integralzeichen steht era vollständiges 
Differential, und bei der Integration zwischen zwei identischen 
Grenzwerten nimmt es den Wert nuU an. 

Der zweite Term der rechten Seite nimmt den Wert an: 

Da aber 93 ebie lineare Funktion von r, so ist: 

dr 
Die Gleichung (45) nimmt daher die Form an: 

(48) - Adas - /drV(r93) - Asdr + /drVcurl93r. 
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In dieser Gleichung ist nun: 

drV(r»)=0, 



/• 



weil der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein Tollstandiges 
Differential ist [siehe Gleichung (30)]. Beachtet man ferner^ 

daß j d{f6x) aus demselben Ghnnde verschwindet^ und daß 

daher: ^ ^ 

(49) Jxd^^-Jf8dt, 

so folgt: ^ ^ 

(50) 2 / födt = / drVcurlör. 

Durch cyklische Yertauschung kann die rechte Seite auch 
geschrieben werden nach (11): 

drVcurlör = /curl8Vrdr. 

Yxdx ist nun die doppelte Yektorfläche des Dreiecks^ 
welches r und dx zu Seiten hat. Bezeichnet man daher eines 
dieser Flachenelemente mit dQ, so ist: 

curlöVrdr =- 2 /curlSBdfl. 
Damit geht Gleichung (50) über in: 



/" 



f' 



Jmx^f 



(51) / ©dr^/curiaSdg. 



Diese Gleichung stellt einen Spezialfdl des Satzes von 
Stokes dar. 

Wie bereits bei der Ableitung Ton Gleichung (44) erwähnt 
wurde^ bezieht dich den Yoraussetzimgen der Ableitung ge- 
mäß curliB auf Punkte der Bandkurve. Bei der Bildung des 
Integrals Jcurlödg 

sind daher die Elemente der Eegelfläche d% mit denjenigen 
Werten von curl93 zu multipJiizderen; welche auf den zu e?g 
gehörigen Streckenelementen dx bestehen. Beachtet man aber 
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ferner^ daß gemäß der Ableitung der Ursprung des Radius- 
yektors beliebig gewählt war^ daß also die Integration über 
beliebige Eegelflächen erstreckt werden kann^ sofern diese 
nur durch dieselbe Randkurve begrenzt werden^ so erkennt 
man^ daß das Integral nur dann einen eindeutigen Wert 
liefern kann^ wenn curlSB auf der Kurve einen konstanten 
Wert besitzt. Die Kurve war aber in dem betrachteten Felde 
beliebig • gezogen. Daher gelangen wir zu der wichtigen 
Schlußfolgerung: In einem linearen Yektorfelde hat der 
curl des Vektors einen konstanten Wert. 
Für ein lineares Feld gilt daher: 

(51a) A3dr = curl8/dfl. 

Wir wenden uns nunmehr dem allgemeineren Falle zu^ 
daß 93 eine beliebige stetige Funktion des Ortes sei. 

unterwirft man zuiulchst in dem Felde des Vektors einen 
unendlich kleinen Bezirk der Betrachtung und zieht in diesem 
eine in sich zurücklaufende Kurve, so darf man in diesem 
Bezirke 93 als lineare Funktion des Ortes auffassen und auch 
den curl des Vektors als konstant betrachten. Dann wird in 
diesem Bezirk die abgeleitete Beziehung: 

A5dr = curia5 /dg 

anwendbar sein. Wir gehen nunmehr zur Betrachtung eines 
endlichen Bezirks über. In dem Felde des Vektors 93 sei 
eine beliebige geschlossene* Kurve gezogen, welche als Rand- 
kurve eine beliebige Fläche begrenze. Wir denken ims diese 
Fläche durch zwei Scharen von Linien in eine unendlich 
große Anzahl von Parallelogrammen geteilt und fassen dann 
diese Flächenelemente als in demselben Sinne traciert auf. Es 
gilt für jedes Flächenelement: 

93dr = curl95dfl, 



/' 



wo dQ nunmehr die Fläche des Parallelogramms repräsentiert 
und nicht mehr ein Element einer unendlich kleinen Fläche, 
wie in der vorhergehenden Gleichung. Summiert man ftlftdaTin alle 
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Werte Tou cuflfBdg, welche Ton amtlichen imeudlidi kleinen 
ParaUelogrammen geliefert werden, eo kann diese Summierang 
dargeBtellt werden dordi: /* , ~ , 

Dieser Aaedruck mnß nnn gleioli sein der Summe aller 
Limeointegrale über die Bandkurren der anendlich kleinen 
Parallelogramme. Ziehen wir alle Äoedrftcke: 

fÖdx 
zusammen, wo dl die Seite eines anendlich kleinen Parallelo- 
gramms bedeutet, so findrai wir, daß bis auf die Ton der 




Bandkurve herrührenden Glieder jedes f&dx zweimal vorkommt 
und zwar das eine Mal mit positiTem, das andere Mal mit 
negativem Vorzeichen. 

Die beistehenden Figuren werden die Erkenntnis dieser 
Tatsache erleichtern. Verstehen wir daher nunmehr unter 
dx ein Element der endhchen Bandkurre, so kann die Summe 
der Linienintegrale von S3 Über die Begrenzung der kleinen 
Parallelogramme angedrückt werden durch: 

und es ist: /* /■ 

(61b) /lödr = /curllödfl. 
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Der Beweis des Stokessclien Satzes kann in ein&cher 
Weise geführt werden unter Benutzung von Gleichung (43): 

» = I »0 + i^(»r) + ^Vcurl ©r. 

Der Wert von 93 in dieser Gleichung bezieht sich auf 
einen sehr kleinen Bezirk, welcher den Anfangspunkt des un- 
endlich kleinen Radiusvektors r einschließt. 

Multipliziert man die Gleichung mit dt und integriert 
dann über die geschlossene Kurve, welche in dem betreffenden 
kleinen Bezirk verlauft, so erhalt man: 

(52) JfÖdx - i r(g5o + V(»r) + Vcurl »r)dr. 

Nun ist offenbar: 

Js^dr ==/d(95or) -ftd^o = 0, 



weil 93o eine Eonstante xmd d(^QX) ein vollständiges Differential 
ist. Wendet man zur weiteren Untersuchung der in (52) vor- 
kommenden Integrale analoge Überlegungen an wie bei (48) 
und (50), so findet man für das Linienintegral der Bandkurve 
des Flachenelementes: 



fmx = fmrl^di. 



Um femer zu endUchen Dimensionen überzugehen, ver- 
fährt man genau in derselben Weise wie bei der vorhergehenden 

Ableitung. 

§9. 
Das Potential. 

An den Stokesschen Satz lassen sich wichtige theoretische 
Betrachtungen anschließen. 

Aus der Ableitung geht zunächst hervor, daß die Fläche, 
welche von der Kurve begrenzt wird, beliebig gestaltet sein 
kann. Denkt man sich nun eine geschlossene Fläche, durch 
eine in sich zurücklaufende Linie, in zwei Hälften geteilt, so 
kann diese Linie als Bandkurve zu beiden Flächenteilen auf- 
gefaßt werden. Dann gilt .sie aber für die eine Hälfte als im 
entgegengesetzten Sinne traciert wie für die andere, da wir ja 



^ 
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den ümlaufssinn einer geschlossenen Kurve immer so wählen; 
daß die von derselben begrenzte Flache — als Teil einer ge- 
schlossenen Fläche aufgefaßt — stets einen nach außen weisenden 
Vektor zugeordnet erhalt. Dem Yektorfiuß des curl S3 durch die 
eine Hälfte entspricht daher ein gleicher Yektorfiuß mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen durch die andere Hälfte; d.h.; der 
Vektorfiuß des curl 93 durch die geschlossene Fläche ist nuU: 

(52) /curl »dg = 0. 



Der Index am Integralzeichen bedeutet hier^ daß die Inte- 
gration über die geschlossene Fläche auszufahren ist. 

Daß der Vektorfiuß eines curls eines Vektors null ist; 
konnte auch bereits aus dem Gaußschen Satze gefolgert werden. 
Es ist nämlich Gleichung (27) : 

I curl JBdg = / div curl 95 dv. 

Aber nach Gleichung (33 a): 

div curl 95 = 0. 

Gleichung (52) besagt; daß der Fluß eines Vektors durch 
eine geschlossene Fläche verschwindet; wenn dieser Vektor als 
curl eines anderen Vektors darstellbar ist. 

Aus dem Stokes sehen Satze können wir femer die wich- 
tige Schlußfolgerung ziehen; daß das Linienintegral über 
eine geschlossene Kurve null ist; wenn der curl des 
betreffenden Vektors null ist. 

Das führt uns zu einer Betrachtung der Arbeitsleistung 
von zwei verschiedenen Erlassen von Ejräften. Ganz allgemein 
ist die elementare Arbeit; welche eine Kraft leistet; wenn ihr An* 
griffspunkt eine unendlich kleine Wegstrecke zurücklegt; gleich 
dem Produkt aus Kraft und Wegstrecke; multipliziert mit dem 
Kosinus des von den Richtungen beider eingeschlossenenWinkels. 

Legt daher der Angriffspunkt der Kraft 85 auf einer be- 
stimmten Kurve den Weg von P^ nach P^ zurück, so ist die 
Arbeit: yf» 

Jmx. 
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Wir können nun die Frage stellen^ ob und in welcher 
Weise dieses Integral yon der Gestalt der Kurve abhängig ist. 

Ist eine Abhängigkeit Yorhanden^ so zeigt eine einfache 
Überlegung, daß dann der Wert des Linienintegrals über eine 
geschlossene Kurve einen positiven oder negativen Wert hat, 
d. h. nicht nuU sein kann. Denn nehmen wir an, es standen 
zwei Wege von P^ nach Pj zur Verfügung, von welchen der 
eine über den Punkt D und der andere über N fiihrt, so 
können wir den Angriffspunkt der 
Kraft eine geschlossene Kurve be- 
schreiben lassen, indem wir ihn 
von P^ nach D und von da nach 
Pg gehen lassen. Von Pg gehe er 
nach N und kehre von da nach P^ D^ 
zurück. 

Der Punkt hat eine geschlossene 
Kurve beschrieben. Da hierbei die 
Kraft, indem sich ihr Angriffspunkt 
von Pj über D nach P, bewegt, eine andere Arbeit leistet 
als auf dem Wege von P^ über N nach P^, so ist: 

f^dx ^ffSdx + ff6dt ^ 0, 
oder bei expliziter Angabe des Weges: 

J) P^ N Pi 

Jfödt -/«dr +ffSdx +fmx + ffSdx ^ 0. 

Pi D P^ N 

An Stelle der Kraft S3 kann offenbar ein beliebiger im 
Baume verteilter Vektor treten, und wir dürfen auf Grund des 
Satzes von Stokes schließen, daß das Linienintegral eines 
Vektors, genommen zwischen zwei Punkten des Raumes, von 
der Gestalt der Kurve abhangig ist, wenn der curl dieses Vektors 
einen von null verschiedenen Wert hat. 

Die Tatsache, daß das Integral von fßdx, genommen 
zwischen zwei identischen Werten, nicht null ist, wird mathe- 

Bnoherer, Vektor -AnalysiB. a 
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matisch dadurch ausgedrückt, daß man sagt, der Skalar födx 
ist kein yoUkommenes Differential. 

Wie wie früher gesehen haben, laßt sich das Yollständige 
Differential eines im Baume stetig yerteilten Skalars V aus- 
drücken durch [siehe Gleichung (30 a)]: 

d7=(VF)dr. 
Setzen wir daher: 

oder auch, wie dies z. B. für eine abstoßende Exaft zutrifft, 
welche in der Bichtung des abnehmenden Potentials wirkt: 

so verschwindet das Linienintegral von S3 über eine geschlossene 
Kurve: 

(53) J(VF)dr = 0. 



V wird das Potential von 83 genannt. Kräfte, welche 
Yon einem Potential ableitbar sind, werden als konservative 
Kiufte bezeichnet. Daß der curl von V V null ist, war auch 
bereits durch Oleichui^ (35 g) ausgesprochen. Femer sei noch- 
mals darauf hingewiesen, daß die Kraft 93 senkrecht steht auf 
den Flächen, auf welchen V einen konstanten Wert hat. Yergl. 
die an Gleichung (30) anknüpfenden Bemerkungen. 

Zu den bekanntesten konservativen Kräften gehören die 
Schwerkraft und die in einem elektrostatischen Felde wirkende 
Kraft. 

Betrachten wir das Feld eines Elektrons oder allgemeiner 
einer Ladui^, welche in einem sehr kleinen Volumen kon- 
zentriert gedacht werden kann. Die Erfahrung lehrt, daß die 
Kraft, welche von einer solchen Ladung herrührt, ausgedrückt 
wird durch: 

(54) (g - 1^, . 

wenn q die freie Elektrizitätsmenge bedeutet. Denkt man sich 
eine Kugelfläche um die Ladung als Mittelpunkt konstruiert, 
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80 ist der Yektorfluß^ welcher die Oberfläche dieser Engel 
durchsetzt: 

(55) f^dQ=ß^dQ. 

Nun sind r^ und dQ gleichgerichtet. An Stelle von 

kann daher der Tensor eines Elementes der Eugelfläche treten. 

Erwägt man ferner^ daß zu jedem dg derselbe Wert von -^ 

gehört; so erkennt man^ daß die Integration des Ausdrucks 
liefert: ^ 

(56) J®dQ:=^^'4tn:r^^4:n:q. 

Wie schon bei Besprechung des Gaüßschen Satzes be- 
merkt wurde^ kann an Stelle der Eugelfläche eine beliebige 
Fläche treten; welche q umgibt. 

Man erkennt hieraus^ daß der Yektorfluß konseryatiyer 
Eräfte in isotropen Medien durch das 4;r-fache der von der 
Fläche eingeschlossenen Masse ausgedrückt werden kann. 

SchUeßt die Fläche mehrere Ladungen q^, q^j q^ etc. ein, 
«0 sind die von diesen herrührenden Yektorflüsse zu addieren^ 
indem ja die OesamtkrafI; durch geometrische Addition der 
Einzelkräfte erhalten wird: 

(57) J&dQ ^Ja&^ + ffi» + ®8 • • • + ®n) ^9- 

Nach dem au ß sehen Satze kann an Stelle des Ober* 
flächenintegrals ein Raumintegral treten: 

J®dQ^JdiY®dv, 

daher ^ 

(58) Jäiv&dv=^4aq. 

Machen wir femer die Annahme^ daß in dem betreffenden 
Baume die freie Elektrizität eine kontinuierliche räumliche 
Verteüung habe, und daß ihre Dichte q sei, so ist: 



<59) q^jQdv. 



4* 
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Und es gut die Gleichung: 

(60) Aiy @ dv ^J^^q dv. 

Besteht daher in einem Punkte des Ranmes die Dichte 
der freien Elektrizität q, so ist: 

(61) div@ = 4jw:p. 

($ ist nnn von einem Potential ableitbar: 

daher 

(62) -VV=4ä(> 

und für Bamuteile^ welche frei Yon Ladungen sind: 

(63) VV==0. 

Dies ist die Laplacesche Gleichung. 

Der Inhalt dieser Gleichung wird auch oft in der Weise 
ausgedrückt^ daß man sagt^ die elektrostatische Kraft erfOUe 
in isotropen Medien die solenoidale Bedingung. Der Yektor- 
fiuß findet nämlich in ununterbrochenen, unverzweigten 
Linien statt 

Aus der Gleichung ftir eine konseryative Exaft laßt sich 
das zu der Kraft gehörige Potential in folgender Weise ab- 
leiten. Man multipliziert die Gleichung: 

(64) (g = -VF=/t,*^ 
mit dx, wo dX'=x^dr ist und erMlt: 

-(^r)dx=Jdx^(fdv, 

Außer dem skalaren Potential kennt die theoreti9ch& 
Physik ein yektorielles Potential, welches definiert ist durchi 



« 



Padv 
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Zur Bildung dieses Integrals sind Yon einem festen Punkte 
aus die Badienvektoren nach allen Yolumelementen zu ziehen^ 
wo a besteht; fQr diese Elemente sind alsdann die Ausdrücke: 

adv 

r 

zu bilden. Die geometrische Summierui^ dieser Ausdrücke 
liefert den Wert von SS für den betreffenden festen Punkt. 

Von Wichtigkeit ist die Divergenz und der curl eines 
Yektorpotentials : 

(66) iiYf6=^J^(y)dv=^fj^adv--J^dv, 



CUTlf6=fY^{^)dV, 



°°*,1 Vv(i)-iVva+V(vi)., 

so folgt: ' 

(67) curl aS ==A curl adv +fY^ d v. 

Aus der Analogie der Gleichungen: 

Y^Cgdv ^ 

,=.-^ nnd iB = fe 

^4« J ^ 

dürfen wir sofort schließen, daß die Gleichung für SB sich auch 
schreiben läßt: 



wo 



(68) » = - J^ 



-dv. 

r 



In engem Zusammenhange mit der Lösung für V^S 
steht die Lösung der Differentialgleichung: 

curl SB = m. 

Man schreibt zunächst unter Einführung der Hilfsgröße %: 

SB = curia. 
Dann ist: ^^^ ^ _ ^^^,^ _ _ 

indem wir „^. ^ ^ 

VdivSl = 

gesetzt haben. 
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Die Lösung für V«St ist aber gemäß Gleichung (68): 

wofür wir auch setzen dürfen: 

Hiermit ist die Aufgabe gelöst, denn um » zu finden, 
brauchen wir nur den curl dieser Gleichung zu nehmen. Von 
besonderem Interesse ist die Lösung für den Fall, daß nur 
ein einziger Wirbelfeden im Felde vorhanden ist. In der 
Elektrodynamik entspricht dies dem Falle, wo ein elektrischer 
Strom a in einem sehr dünnen geschlossenen Leiter fließt. 

Nach der Maxwellschen Theorie ist, wenn die von dem 
Strome a herrührende magnetische Kraft mit ^ bezeichnet 

^^^*- curl|) = 4;ra. 

Die Aufgabe, die wir uns steUen, besteht nun darin, das 
magnetische Feld ^ zu finden, welches zum curl^ gehört. 
Kun liegt der Maxwellschen Gleichung die Auffassung zu 
Gh-unde, daß der Strom eine gewisse Raumdichte a besitze, 
d. h., daß ein Strom a durch jede Flächeneinheit des senkrecht 
zur Stromrichtung gestellten Querschnitts fließe, während in 
dem gewählten Beispiele der Gesamtstrom a durch einen sehr 
dünnen Leiter fließt. Es ist aber leicht zu erkennen, daß die 
Wirkung des Stromes nach außen dieselbe ist, als ob das 
magnetische Feld yon einem Stromfaden herrührte, welcher 
eine Liniendichte a besäße. Bezeichnen wir ein Element der 
Leitlinie, welche im Sinne der Stromrichtung traciert sei, 
mit dx und führen wir wieder die Hilfsgröße % ein: 

|) = curlSl, 

so geht Gleichung (69) über in: 



(69 a) ^^J"^. 



r ist der Tensor des Radiusvektors r, welcher von dem 
Punkte P aus, auf welchen sich ^ bezieht, die Leitlinie 
des Stromfadens traciert hat. 
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Es folgt für ^ in einem beliebigen Punkte P: 

$ = curl I a 

Die Operation curl kann sieh natorgemaß nur auf! 

beziehen^ indem ja a nnd dx dnrch Stromstarke and Form 
des Leiters nnveränderUch bestimmt sind; d. h. die Variation 
bezieht sich anf den Ort von P bezw. den Anfangspunkt Yon r. 
Man findet daher: 

(69b) $ «/V(^7)'''^ 



oder: 

xdt 



$ = «/v 



Beachtet man nun^ daß r bei der Tracierong der Leit- 
linie des Stromkreises einen Kegelmantel beschreibt, dessen 
Flächenelement: , _ ^ V /7 

ist, so kann man weiter für ^ schreiben: 
(69c) § = 2oJy . 

Der Ort von dQ ist natürlich der Punkt P, auf den sich 
^ bezieht. 

Diese Formel liefert den Wert von ^ für jeden Punkt 
eines magnetischen Feldes, welches von einem Strome her- 
rührt. Sie drückt das Biot-Savartsche Gesetz aus. Es ist 
vonWichtigkeit, auf das Vorzeichen von ^ hinzuweisen. 
Im allgemeinen zeigt der einer Fläche zugeordnete Vektor 
nach außen und dementsprechend denken wir uns die 
Flächenelemente traciert. Da aber die Tracierung der Kegel- 
flächenelemente im vorliegenden Falle ganz unabhängig 
durch die Stromrichtung bestimmt ist — dx fallt in die 
Stromrichtung — , so hängt das Vorzeichen von dQ jedesmal 
von der Stromrichtung ab. Die Aufeinanderfolge von r, dx 
imd ^ muß einem Bechtssystem entsprechen. Um daher konse- 
quent zu bleiben, darf der Kegelmantel nicht als Teil einer 
geschlossenen Fläche aufgefaßt werden. 
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§10. 

Zerlegung eines Tektors in einen solenoidalen 
und einen wirbelfreien Anteil. 

Bei der Untersuchnng von Vektorfeldern ist es zuweilen 
erforderlich^ den betreffenden Vektor in einen solenoidalen und 
einen wirbelfreien Anteil zu zerlegen. Nach Stokes ver- 
fahrt man bei dieser Zerlegung folgendermaßen. Ist S3 die 
solenoidale und S die wirbelfreie Komponente von ^, so 
bestehen die Gleichungen: 

(70) si-s + e, 

div.J8 = 0, 

curie; = o. 

Wir fahren nun Hilfsgrößen ein, welche diesen Bedingungen 
genügen müssen. 

(71) © = -V9', 

(72) ® = curl %. 

Dadnrcli nimmt die Gleichnug für Sl die Form an: 

(73) ««curlg-Vy. 
Folglich ist: 

(74) VSl VV- 

Hieraus ergibt sich der Wert Ton Vq). Es ist mtmlich, 
wie wir gesehen haben: 

(75) -V<p=/^% 

^° 4«9 VV = VSl. 

Daher anch: 

(76) 6=_v<p=/^^^. 

Nimmt man den curl von St, so findet man: 

curl St = curl J8 = curl« g. 
Es ist aber: 

curPg=Vdivg~V*g. 

Wir setzen nun: ,. rv /^ 

div 5 = 0. 
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Dadurch wird: 
(77) curP5 = -V'f5, 

und man erMlt die Gleichung: 

curia ^ V'g. 

Die Lösung dieser Gleichung ist; wie gezeigt wurde: 

curl^ 



s-Ä/ 



dv. 
Daher findet man für 



Hiermit ist die Zerlegung von % in einen solenoidalen 
und einen wirbelfreien Anteil erreicht. 

§11. 
Umwandlung Ton Differentialquotienten nach der Zeit 

in solche nach dem Ort. 

I. Translation Ton Vektorfeldern. 

Eine wichtige^ besonders in der Elektrizitätslehre häufig 
vorkommende Transformation ist die eines Difierentialquotienten 
nach der Zeit in einen solchen nach dem Ort. Die Möglich- 
keit einer derartigen Umwandlung ist dann vorhanden^ wenn 
die Gesetzmäßigkeiten bekannt sind^ durch welche die zeitlichen 
Änderungen eines Vektors an die Bewegungen des Vektor- 
feldes geknüpft sind. Diese Beilegungen können verschiedener 
Art sein. Das Feld kann sich translatorisch wie ein starrer 
Körper bewegen, es kann wie ein solcher rotieren, es kann 
deformiert werden und schließUch können Bewegungen vor- 
handen sein, welche als Kombinationen der erwähnten auf- 
zufassen sind. 

Betrachten wir folgenden konkreten Fall: Eine geladene 
Kugel sei gegen ein ruhendes Koordinatensystem orientiert. 
Es läßt sich dann die elektrische Ejraft @ in jedem Punkte 
als Funktion der Koordinaten angeben. — Bewegt sich die 
Kugel gleichförmig und geradlinig, so wird sich @ zeitlich 
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ändern. Die zeitliche Änderung von (S in einem Punkte stehe 
nun in einer Beziehnng zu einer anderen physikalischen ge- 
richteten Gfroße %, und zwar bestehe Proportionalitat !^wischen 
beiden^ d. h. es sei : 

(79) Sl = c^. 

Wir nehmen an^ die Geschwindigkeit t) habe die Bichtui^ i 

und diese falle mit der Richtung der zunehmenden x zusammen. 

Es ist: 

,Q^v d^ d^ dx 

^^^J W^^J^-di' 

Um die Berechtigung des Minuszeichens zu erkennen^ be- 
achten wir^ daß in einem gegebenen Punkte (S sich in dem 
Zeitintervall dt dadurch ändert; daß an seine Stelle ein Wert 
tritt^ welcher in dem betreffenden Zeitpunkte an einer um vdt 
zurückliegenden Stelle^ d.h. in Richtung der abnehmenden 
X bestand. 

Erinnern wir uns nun^ daß der Ausdruck: 

die Änderung von @ bedeutet^ wenn wir in der Richtung 
von t) um die kleine Strecke dx weitergehen^ so können wir 
schreiben: 

(81) ^»(»'iV)®, 
und folglich: 

(82) ^ t;(to,V)(g = -(»V)(g; 

daher: 

(83) St = -c(t)V)@. 

Für einen beliebigen ins Auge gefaßten Punkt wird St 
sich infolge der Fortbewegung der Kugel mit der Zeit ändern. 
Es ist physikalisch von Wichtigkeit, den Wert von SC auf 
Punkte zu beziehen, welche als zu dem den geladenen Korper 
umgebenden Raum gehörig aufgefaßt werden. Dies führt zur 
Einfahrung eines zweiten Koordinatensystems, welches an der 
Bewegung teilnimmt, und welches wir uns als mit dem Körper 
starr verbunden vorstellen wollen. Auf dieses Koordinaten- 
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System beziehen sich Yon nun an die Banmoperationen. Für 
8( kann anch durch Anwendung yon Gleichung (34) geschrieben 
werden: V 

(84) a = - et) div @ + c(g div t) + c curlVt)® + c((g\()t). 

Nun ist \) konstant. Nehmen wir femer an, in dem be- 
trachteten Räume sei: 

div ® = 0, 
so folgt: 

= ccurlVt)@. 



Man kann die Hilfsgröße: 

a = curl ^ 
einführen/ womit man erhält: 

(85) curl ^ == c curlVt) ® . 

Man integriert diese Differentialgleichung, indem man setzt: 

(86) $ = cVt)e + Ä, 
wo ^ der Bedingung genügen muß, daß: 

curl Ä = 0. 

Ein derartiger Vektor Ä ist, wie wir gesehen haben, von 
einem skalaren Potential ableitbar: 



VF. 

Hierdurch nimmt Oleichung (86) die Form an: 

(87) $ = cVt)®-VF. 

Zu dieser Oleichung führt die Maxwellsche Theorie, wenn 
wir mit ^ die magnetische Erafb bezeichnen, mit c die 
Dielektrizitätskonstante eines isotropen Mediums und weiter 
mit 9 das 4 ;r- fache des elektrischen Stromes. 

Die zweite Hauptgleichung für den Fall einer gleichförmig 
bewegten Ladung hat die Form: 

(88) öurl@ = -^^. 
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[i bedeutet die magnetische Permeabilität. Behandeln wir 
diese Gleichung in derselben Weise wie die Yorhergehende, 
so finden wir: 

(89) _^^ = ^(t,v)$ 

= /*t)(V$) + II curlV^t). 
Also ist, wenn wir setzen V^ == 0: 

(90) curl (@ - iiV^Vi) = 0, 

und hieraus folgt durch Integration die zweite Hauptgleichung: 

(91) ® = ^V|)U-Vy. 

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt werden, wie ein 
solches Gleichungssystem zur Lösung von spezialisierten Pro- 
blemen angewandt wird. 

n. Botationen Ton Vektorfeldern. 

Für die neuere Elektrizitätslehre sind die Untersuchungen 
des Feldes von gleichförmig, geradlinig sich bewegenden Ladungen 
und von rotierenden Ladungen von fundamentaler Bedeutung. 
Die Gleichungen, welche sich auf die erstere Art der Bewegung 
beziehen, sind bereits abgeleitet. Die Untersuchung rotierender 
Felder ist eine schwierigere und führt nur in besonders spe- 
zialisierten Fällen zu Lösungen. Dabei ist aber die Art der 
Behandlung des Problems so allgemein instruktiv für die 
Anwendung vektoranalytischer Methoden, daß ein tieferes Ein- 
gehen auf dasselbe sich lohnt. 

Rotiert eine Ladung mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit \D um eine konstante Achse, so wird, wenn der stationäre 
Zustand eingetreten ist, das die Ladung umgebende Feld wie 
ein starrer Körper rotieren. 

Die Maxwellschen Gleichungen, die hier zur Anwendung 
kommen, sind nun: 

(92) curl @ = - ^ ^, 

(93) curl|)= c^. 



Eotation eines geladenen Cjlinders, 
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Diese Gleichnngen gelten für Baumteile^ welche frei Yon 
Ladungen sind. Das Medium wird wieder als isotrop angenommen. 
Faßt man einen bestimmten Punkt des Feldes ins Auge^ so 
erkennt man leicht^ daß die Komponenten der elektrischen und 
der magnetischen Exaft in bestimmten Bichtui^en besondere 
;; ausgezeichnete^^ Werte annehmen müssen. Diese ,, aus- 
gezeichneten'' Richtungen sind erstens die Bewegungsrichtung, 
zweitens die zur Bewegungsrichtung und zur Rotationsachse 
senkrechte radiale Richtung, drittens die Richtung der als 
Vektor aufgefaßten Winkelgeschwindigkeit. 

Wählt man nun die Gh*undYektoren t, j|, { so, daß i mit 
der r- Richtung zusammenfallt, j mit der k) -Richtung und { mit 
der to- Richtung, so darf 
man annehmen, daß durch 
die Wahl dieser Haupt- 
richtungen eine Verein- 
fachung erzielt wird. Dies 
führt naturgemäß zur Ver- 
wendung zylindrischer Ko- 
ordinaten. Diese seien 
durch jer, r, a gekenn- 
zeichnet. Die Polarachse 
nehme an der Rotation 
teil. Dann erhalt die Be- 
dingung der solenoidalen Verteilung von (S und ^ die Form: 

(94) di.(g-lf^(r^,) + i^ + ^^=.0, 

(95) diT§ = if^(rJ,) + i^ + ^^-0. 
Femer sind die Komponenten des curls von (S und ^: 

(96) (o„l$),>j(^_i^) 

.(-'»).- <(7 ^ - 7 ^) 
und 




\ 



JPolaracKse 



Fig. 14. 



Q2 % II- nmwandlrmg Ton DifferentialqTiotienten usw. 

(carie)i = t(--3^--^) 

(97) j(curlg),=.i(^-f^) 

Anmerknng. Allgemeines über Koordinatentransforma- 
tionen siehe in H. Weber^ Partielle Differentialgleiclmi^en^ 
Bd. I, S. 94—106. 

In den beiden Hauptgleichnngen können wir die zeit- 
lieben Änderungen durch räumliche ersetzen. Es ist nämlich: 

(98) ,»-§ i,(X)v€=-ii(irwV)^, 

indem der Tensor der Geschwindigkeit t> den Wert rw hat. 
Die Richtung der Geschwindigkeit ist nach obiger Festsetzung 
die j|- Richtung. — Für den Differentialquotienten von @ nach 
t findet man in analoger Weise: 

(99) cg cßwrV)®. 

Daher nehmen die Hauptgleichungen die Form an: 

(100) curl^ = - c(irfi;V)®, 

(101) curl@ = ^(ir«?V)|). 
Es ist aber: 

(102) c(j[ri^V)(g = — ccurlVi^w;® — crtßfdiv® 
und V ^ 

(103) l^a^w^)^ = — iiGurlYirw^ — jirtäAir^, 
und da @ und ^ solenoidal verteilt sind^ so ergibt sich: 

(104) curl § = c curlVi r «; @, 

(105) curl @ = ^curlV^jr«;. 

Durch Integration gehen diese Gleichungen über in: 

(106) $ = ;t (f wrSi - i wr Fj) - V?», 

(107) e = c (- twrE^+ iwrEi) - VF. 



Der von einem Potential ableitbare Teil von ^. 
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Durch weclifielseitige Substitution liefern diese Oleichungen, 
wexui gesetzt wird: 



wo V die Lichtgeschwindigkeit: 



(108) 



E. 






dV , ag? 

r ^a 

dz ^ dr 



(109) 



^ cwr-K- 



Ä 



2 



dg) 



lfl.(l-^)- 



a9> , ^^ 



Bezüglich der Einftihrung der Integrationskonstanten Vg? 
und VF ist zu erwähnen^ daß, während VF offenbar einen von 
null verschiedenen Wert haben muß, dies bezüglich Vtp nicht 
auf den ersten BUck erkennbar ist. 

Daß Vg? im allgemeinen einen von null verschiedenen 
Wert haben muß, laßt sich aber, wie folgt, zeigen. Setzt man 
in die Gleichung (95), welche die Bedingung der solenoidalen 
Verteilung von § enthält: 



(HO) 



li(,Ä,) + i^ + ^ = 0, 

r or^ ^^ * r da * de ' 



diejenigen Werte der Komponenten von ^ ein, welche Glei- 
chung (109) unter der Annahme: 

9? = const. 
liefert, so findet man zunächst: 



('") -'li-r 



1- 



w?*r* 



drdz 



1- 



w^r^ 






('-'^) 



und hieraus, da für F als potential die Beziehung gilt: 
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(112) 
folgt: 
(112a) 



drdz 



dzdr 



dv 



de ^' 



-^ kann aber im allgemeinen nicht ntül sein^ weil dann 

allgemein die ;er-Eomponente der elektrischen Kraft auch für 
w=^0 verschwände. 

Es wird aber Einzelfalle geben^ in welchen die Annahme 
gestattet ist^ daß die ;er-Eomponente von @ verschwindet. 

Läßt man nämlich einen sehr langen geladenen Zylinder 
um seine Achse rotieren^ so muß aus Synmietriegründen die 
;er-Eomponente von @ null sein. In diesem Spezialfall werden 
daher bei Annahme 

die Gleichungen (108) und (109) die Form annehmen: 

dv 



(A(i-^") — 



(US) 



und: 



(114) 



■E, 



dr 
r dcc 



F.(i-'v-)— 

^ =0 






dV 



Setzt man zur Vereinfachung: 



(116) 

und bildet dann: 



r*«?* 



1 - -^ = s 



so erhält man: 

(116) 

oder: 

(117) 



div @ = 0, 



r dr\s or I r 0«\r du/ 
d (r dV\.d*V f. 



'2 
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Überlegt man weiter^ daß V im Falle eines rotierenden 
Zylinders unabhängig von a sein muß^ so wird die Gleichung 
für F: 

(118) ^|^=C, 

odeA 

(119) Tr'<-'-^y 

(120) r- C. (log r - i I^*) + Q 

Zur Bestimmung von ^ benutzen wir die allgemein gültige 

Beziehung; welche zwischen der FUlchendichte ö und der an 
der betreffenden Stelle der Oberfläche wirkenden Kraft besteht. 
Es ist bekanntlich 

(121) cE^=:4üCö. 

Ist die Länge des Zylinders l, die Ladung desselben q und 
der Radius des Querschnitts q, so ist die Flächendichte der 
Elektrizität: ^ 

(122) o-dr,- 

Daher ist die Kraft an der Oberfläche des ZylinderS; d. h. 
für r = (>: 

(123) cE,^l^', 



und da 



so ist: 



TP ^ ^^ 

c fdVy 



Femerist: o\^h- 1^' 

(126) Er ITr-TTr' 

(126) i; = i;, = 0, 

(127) fl, = ^, 

(128) fli = ^ = 0. 

Bacherer, Vektor -AnalyBis. 
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Hierdurch ist das Problem der Rotation einer Ladung für 
den Spezialfall eines rotierenden Zylinders gelöst. Die allgemeine 
Lösung des Problems ist sehr verwickelt und erfordert die 
Lösung von Differentialgleichungen 4. Ordnung. 

Anmerkung. Die vorstehende Behandlung des Problems 
eines rotierenden geladenen Zylinders habe ich gegeben, um 
an einem Beispiel zu zeigen^ wie man nach Aufstellung der 
Grundgleichxingen zu verfahren hat, tun die Lösmig eines 
konkreten Falles zu erzielen. Ich habe mich hierbei auf den 
Boden der Maxwellschen Theorie gestellt. Nun machen aber, 
wie mir scheint, gewisse Experimente, welche in jüngster Zeit 
angesteUt wnrden, eine Abänderung der Hauptgleichungen von 
Maxwell, ebenso wie derjenigen von Lorentz notwendig. 
Diese Experimente, ich erwälme hier vor allem die Versuche 
über einen etwaigen Einfluß der Erdbewegung auf die Inter- 
ferenzerscheinungen des Lichts, welche zur Lösung der Frage 
bezüglich der Beweglichkeit des Äthers unternommen waren, 
werden von tiefergehendem Einfluß auf die Gestaltung der 
Elektrizitätslehre werden. Die Fragestellung bezüglich einer 
Beweglichkeit des Äthers wird hierbei wahrscheinlich verlassen 
werden. 

§12. 
Bas Oreensche Theorem. 

Es seien TJ und V endliche stetige Funktionen der 
Lage in einem Räume, welcher von einer geschlossenen Flache 
begrenzt sei. 

Es ist allgemein: 

(129) VI7VF-= V(J7VF) - ÜV^V. 
Daher: 

(130) JvüVVdv =.fv{UV r)dv -JtJV^ Vdv. 

Die Integration ist über den begrenzten Baum zu er- 
strecken. 



I Die Greenschen Sätze. 67 

Kaeh dem G an ß sehen Satze ist nun: 

(131) fv{üvr)dv = f{uvr)di. 

Daher: 
(132) /V UVVdv = f(Tr7r)dQ -füV'Vdv. 

Ist i7*= F, so besteht die Gleichung: 

(133) Jiyrfdv ^fwvdQ -fr(y^r)dv. 

Es befinde sich der vorhin betrachtete abgegrenzte Raum 
innerhalb einer zweiten Oberfläche. Bezeichnen wir ein Flächen- 
element der im Innern befindlichen Fläche mit dg^ und ein 
solches der äußern Hülle mit d^^, und wenden wir alsdann 
das Greensche Theorem auf den Zwischenraum zwischen den 
beiden Flächen an^ so ist offenbar gemäß Gleichung (132): 

(134) /(v Tr7r)dv =fu^ vdQ, -Jtjv yd%t -f^^^ ^^^^ 

d%^ sei nun das Flächenelement einer Engel von unendlich 
großem Radius. 

Wir untersuchen, ob das Integral: 



/' 



verschwindet. Erwägt man, daß die Oberfläche, d.h. der 
Tensor von gg, proportional der 2. Potenz des Radius r ist, 
so wird das Integral verschwinden müssen, wenn {TJV) von 
geringerer als der — 1. Potenz von r. Die vorhergehende 
Gleichung nimmt alsdann die Form an: 

(135) J(y UV F) dv =fuv VdQ -JxJV^ Vdv. 

Die Yolumintegration ist nunmehr über den ganzen 

unendlichen Baum zu erstrecken, welcher die Fläche g umgibt. 

Gleichung (135) liefert durch Yertauschung von U und F: 

(136) J{TJV F)dg - /(FV CQdg ^JtJV^ Vdv -fv^^ TJdv. 
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Es ist nützlicli^ an diese Gleichung eine Betraclitang 
anzuschließen, welche von fandamentaler Bedeutung ist, und 
welche auch bei dem später zu behandelnden Beltramischen 
Theorem in Anwendung kommt. 

In dem betrachteten Felde sei die Funktion J[7= — » Wir 

Von dem einen festen Punkte P aus ziehen wir den Radius- 
vektor r nach dem zweiten variablen Punkte. In P wird die 
Funktion U unendlich groß. Wir schließen deshalb diesen 
Punkt durch eine Eugelhülle von unendlich kleinem Radius q 
vom Integrationsgebiete aus. 

Man findet nun, daß der Raum, welcher von der Eugel- 
hüUe umschlossen ist, nichts zu den Yolumintegralen von 
Gleichmigen beitragen kann, denn zunächst ist: 

(137) V»I7=V»i = 0, 
indem: ^ 

Hier bezeichnen x^y y^, z^ die Koordinaten des Punktes P 
und Xy y, die variablen Koordinaten des Endpunktes des 
Radiusvektors. Es ist also, wenn wir die auf die ausgeschiedene 
Stelle bezüglichen Integrale durch den Index q kennzeichnen: 

(138) J ^^* ^^^ ^ ^' 
Femer kann das Integral: 

CT V» Vdv, 

wenn es auf die kleine Kugel erstreckt wird, nur kleine Werte 
von der Ordnung q^ liefern. 
Man erkennt femer, daß 

wenn die Integration auf die Oberfläche der ausgeschlossenen, 
sehr kleinen Kugel erstreckt wird, nur kleine Werte von der 
Ordnung q Uefem kann. 



mjp.^k^ 
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Daher bleibt nur der Ausdruck: 

r^üdQ 



/> 



9 
in Erwägung zu ziehen. 

Bezeichnet man den Wert; welchen V innerhalb der Hülle 

einnimmt; mit Vq, und erwägt man^ daß: 

daB also dq dieselbe Richtung hat wie —Vü, so kann gesetzt 
werden: /» 

(139) J ^0^ ^^9 = - '^o^Ä. 

Hierdurch ist nachgewiesen, daß der Eigenschaft der 
Funktion U, im Punkte P unendlich zu werden, dadurch 
Rechnung getragen wird, daß man von den Oberflächenintegralen 
in Gleichung (136) den von der KugelhüUe herrührenden Aus- 
druck: 4^ y^ 

abzieht. Hierdurch geht diese Gleichung über in: 

(140) 4« Fo JV« F^ +/(i V F- FV i) dg. 

Die Volumintegration ist nun auf den ganzen begrenzten 
Raum zu erstrecken und die Flächenintegration auf die Be- 
grenzung dieses Baumes. Oleichung (140) und Gleichimg (136) 
gelt^i gleichzeitig, wenn U und F in dem betrachteten 
Gebiete mit ihren ersten Ableitungen stetig sind. Indem wir 
nun diese Gleichungen als zusammengehörig auffassen, sehen 
wir von der Spezialisierung der Funktion U, welche zu 
Gleichung (140) fahrte, ab, d. h. die einzige Beschränkung, 
welche wir den Funktionen auferlegen, ist die erwähnte Stetig- 
keit im Gebiete ;;. 

Eine Addition der Gleichungen ergibt: 

(141) 4« Fo -r( U-^)\7'rdv -/*FV» üdv 



-/[(^-7)^^-^^(^-f)>- 
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In dem Falle^ wo die Annalime gestattet ist, daß: 

an der Oberfläche des betrachteten Gebietes verschwindet, wird: 

(142) J(?7^1)vFd9 = 0. 

Kann femer gesetzt werden: 

so folgt: 

(143) 4äFo==|J[i7- ^)^'rdv +frv(u- ^)d9. 

Dies ist der eigentliche Satz von Green. 

U wird die Greensche Funktion genannt. Sie spielt 

eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik. 
Die obige Gleichung läßt sich auch schreiben: 

4;rFo = /1ff vVdt? + rFVÖdg. 

§13, 

Der Satz TOn Beltrami und das Theorem 
Ton Poincar6-Lorentz. 

Durch Vermittlung eines mit den Greenschen Sätzen ver- 
wandten Theorems kann man den Hauptgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes eine Form verleihen, welche es gestattet, 
die Vorstellungen der älteren Elektrizitätslehre, wie sie ins- 
besondere von W. Weber entwickelt wurden, in vielen wich- 
tigen Punkten mit der Maxwellschen Theorie oder vielmehr 
mit derjenigen neueren Richtung in der Elektrizitätslehre in 
Einklang zu bringen, welche sich auf Maxwellschen Grund- 
lagen aufbaut und speziell die elektrodynamischen Wirkungen 
auf die Bewegungen von Elektronen zurückfahrt. Das be- 
treffende Theorem wurde zuerst von Poincare und Lorentz 
abgeleitet und angewandt. Wir gehen vom Beltramischen 
Satze aus. 

Die Ableitung dieses Satzes gewinnt an Einfachheit durch 
Anwendung der vektoranalytischen Methode. 
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Es sei V mit seinen ersten Derivierten in einem der Be- 
trachtnng unterzogenen Gebiete eine stetige, endliche Funktion 
des Ortes und des Abstondes r von einem festen willkürlichen 
Punkte. Wir bezeichnen mit r^ einen konstanten Einheits- 
vektor in der Richtung von r. 

Es gelten nun folgende Identitäten: 

(a) V[r,(r,V)F]«(r,V)^F, 

wo symbolisch {x^fV für {x^)\(y^)V'\ gesetzt ist und 
nach dem Gauß sehen Satze kommt: 

(a') /tx(t.V) Fdg =/(r,V)« Vdv 

und daher auch: 

Femer ist: 

_v(^.y) ivF+FV«i, 



und da: 



so folgt: 



und daher: 



v(^F) iVF 



weiter ist: 

(c) _v(ivF) = ^^.VF-iv>F, 

folglich: 

(c') -J^V VdQ =/f.(rxV) Vdv -Ji V« Vdv. 

Gelten die Gleichungen (a"), (b) und (c') gleichzeitig, so 
ergibt sich durch Addition derselben: 

(144) /^(ri7)Fd9 -f^dQ -f^^Vd^ 

=fj(ri^)'rdv -J^V*Vdv. 
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Liegt der Pnnkt^ yon dem ans die Badienvektoren ge- 
eogen werden^ innerhalb Vy bo ist derselbe durch eine unendlich 
kleine Eugelhülle vom Integrationsgebiet auszuschließen. Stellt 
man dann bei Anwendung yorstehender Gleichung auf diese 
Kugel dieselben Überlegungen an^ wie bei Ableitung yon 
Gleichung (140)^ so findet man^ daß nur das Oberflächenintegral: 



/ 



\?.i« 



über die unendlich kleine Eugelhülle einen Beitrag liefert. 
Dieses Integral wird, wie bereits früher gezeigt wurde^ den 
Wert annehmen: 



4äFo. 



Man erhält also die wichtige Beziehung: 

(145) ^4:^r,=^f^{x,^)rdQ^f},rdQ^f^^rdQ 

Dieser Satz rührt yon Beltrami her. 

Denkt man sich die Begrenzungsflächen ins UnendHche ge- 
rückt und nimmt man an^ daß dort infolge der Eigenschaft 
yon V die Oberflächenintegrale yerschwinden^ so hat man die 
Gleichung: 

(146) 4«Fo=y(t,V)»F^ -/^*^V* 

Diese Gleichung findet eine wichtige Anwenduiig in der 
Lorentz sehen Elektronentheorie. Wir hatten f&r die mag- 
netische und die elektrische Kraft im Felde einer bewegten 
Ladung die Maxwellschen Gleich^gen yerwandt: 

curl@ = ~/t^, 

curl§- c^. 

Indem nun Lorentz nach dem Vorgänge yon I^tz Gerald 
dem Konyektionsstrom Rechnung trägt und gleichzeitig seine 
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Anffassung von der Natur der Dielektrika zum Ausdruck 
bringt^ sckreibt er: 

(I) -f = curie, 

(n) i,|® + 4«©-curl§. 

V bezeichnet in diesen Gleicbungen die Lichtgeschwindig- 
keit und (S den Eonvektionsstrom. Der solenoidalen Eigenschaft 
von $ wird bei EinfQhrung der Hilfsgroße ?( Rechnung ge- 
tragen^ indem speziell nach dem Vorgang von E. Wiechert 
gesetzt wird: 

(147) § = curl «; 
daher ist: ^ 

(148) - curl ^ = curl @, 

oder integriert: 

Fflr Banmteile, welche frei Ton Ladungen sind, ist: 

div ® = 0; 
daher: * 

(149) -^VSt-VV = 0. 

Setzt man ferner in Gleiclumg II den Wert &a -jt ein, 
i^Lmlicb: 

(160) ^ ^^Tt^V, 

so findet man: 

(161) cnrl$^-^^-^^Vy + 4«©. 

Es ist aber: 

cnrl § = curl«« = V div « - V»«. 

Es folgt hieraus: 

(152) VdiT«-V«a ^g_^^Vy + 4«S. 

Wir knüpfen nun an die Hilfsgröße §( die weitere Bedingung: 

(153) ««vs( + g = 0; 
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dalier: , 

Setzt man dies in Gleichung (152) ein^ so erhält man die 
erste Hauptgleichnng: 

(164) ^ = 4Ät;»© + t;«V«Sl. 

Ferner findet man für Stellen des Raumes^ wo elektrische 
Ladungen mit der Dichte q verteilt sind, aus Gleichung (la): 

(155) div @« 4Ät;»p = _ 1^^ VSl - V^ 

und unter Benutzung der bereits angewandten Beziehung: 

dt^^ «» dt* 

(156) J^ = 4:XQV^+V'V^(P. 

Diese Gleichung und Gleichung (154)^ welche analog von 
Wiechert abgeleitet werden, sind nun die Grundgleichungen 
der Lorentzschen Theorie. Diese werden durch Vermittlung 
von (146) umgeformt. Der Gedanke, welcher dieser Umformung 
zu Grunde liegt, ist folgender. Da die elektromagnetischen 
Erregungen, welche durch die Bewegungen der Elektronen 
verursacht werden, sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, 
so wird es mögUch sein, die in einem bestimmten Zeitpunkte t^ 
an einer bestimmten Stelle P des Raumes bestehende Erre&nmi; 
zu erklaren ak verurBacht durch eine EleWronenbewegungf^ 
ZU einer bestimmten früheren Zeit t stattfand, so daß die 
damalige Erregung in der Zeit tQ—t nach P gelangte. Das 
betreffende Elektron war dann zur Zeit t eine Strecke 

(157) r = vit,-t) 

von P entfernt. 

Es kann daher gesetzt werden in Gleichung (156): 

(168a) ■ '^ = ^'^> 
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und in Gleichung (165): 

Dadurch nehmen diese Gleichnngen die Fonn an: 

(159) 4«9»* = »« ^ - «» VV, 

(160) 4«»»© = «* ^ - »*V*3t, 
oder: 

(161) 4«pt>> = 1^ - V V, 

(162) 4«e=|^-v«a. 

Wenden wir nun die vorher abgeleitete Gleichung (146): 

4«9.„=/(r,V)V^-/vV^ 
an, 80 finden wir unter Berücksichtigung von: 



(164) ° a,=<,=/(©^V 



(163) 

und analog: 



r Jt=t^ 

V 



Wie bei Kenntnis von (p und % die Werte von @ und $ 
zu finden sind, liegt auf der Hand (siehe Gleichung 147 und la). 

Die Analogie dieser Gleichungen mit denjenigen der Fern- 
wirkungstheorie tritt deutiich hervor. 

Es ist noch besonders darauf zu achten, daB bei Anwendung 
der Gleichungen auf die Bewegungen eines Elektrons letzteres 
nicht als punktförmig aufzufassen ist. Die Ladung ist als 
räumlich verteilt in Rechnung zu ziehen. Bei Bildung der 
Integrale ist daher zu berücksichtigen, daß infolge der Ver- 
schiedenheit der Entfernungen r der Yolumelemente von dem 
festen Punkte verschiedene Zeiten t in Eechnimg zu ziehen 
sind. Diesen verschiedenen Zeiten entsprechen verschiedene 
Lagen des Schwerpunkts des Elektrons. 
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§14 
Das Huyghenssche Prinzip. 

Die Gleichung von Beltrami: 

kann auch dazu dienen^ das Hnyghenssclie Prinzip mathe- 
matisch zu formnUeren. 

Besteht an einer Stelle des Raumes eine durch Wellen 
erzeugte Erregung^ so kann man sich diese Erregung als von 
den Punkten einer die betreffende Stelle einschließenden F^che 
ausgehend vorstellen^ vorausgesetzt^ daß diese im ührigen be- 
liebig konstruierte Fläche die QuellQ^ der Wellenbewegung 
nicht mit einschließt. Dieser von Huyghens herstammende 
Gedanke wurde zuerst von Eirchhoff formuliert und später 
von Beltrami aus der Gleichung (145) abgeleitet. 

Die Überlegungen sind ganz analog denjenigen^ welche 
bei dem Poincar^-Lorentzschen Satze in Betracht kommen. 
Die Wellenbewegung breite sich wieder mit der Geschwindig- 
keit V aus. Dann ist^ wie früher: 

Folgen daher die Schwingungen dem Gesetze: 
(166) ^ = «*VV, 

SO werden die Yolumintegrale in Gleichung (145) verschwinden^ 
und man erhalt für eine beliebige Stelle, wo (p den Wert (p^ 
hat, wenn man diese Stelle durch eine beliebige Flache einschließt: 

(166) 4«9,„=J^.9,^_r<i8 -fiihV)ip^^_^di +/iV9^_^dg, 
oder: ' ' 

(166a) 4«9)o=j7V9,^_rd8 -J^i(^i^){T\_!L^i' 
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Diese Gleichung drückt das Huyghenssche Prinzip aus. 
Der StrahlungsYorgang in einem Punkte wird dadurch zurück- 

geführt auf Erregungen, welche zu einer früheren Zeit t=tQ—y 

von den Elementen einer den betreffenden Punkt beliebig um- 
schließenden Flache mit Lichtgeschwindigkeit ausgegangen waren. 

§16. 
Zur Hydrodynamik idealer Flüssigkeiten. 

Der Helmlioltzsohe Satz, 

Die folgenden Entwicklungen beziehen sich auf sogenannte 
ideale Flüssigkeiten, d.h. solche, welchen weder Kompressibilität, 
innere Reibung, noch Kapillarität zukommt. 

Die Bewegungserscheinungen solcher Flüssigkeiten sind 
durch größere Einfachheit ihrer Gesetzmäßigkeiten aus- 
gezeichnet. 

Bei der Untersuchung des Bewegungszustandes einer 
Flüssigkeit kann man sich fragen, wie ändert sich dieser 
Bewegungszustand im Laufe der Zeit in einem bestimmten 
Punkte des Baumes. Man kann aber auch ein bestimmtes 
Flüssigkeitsteilchen ins Auge fassen und sich fragen, wie 
ändert sich der Bewegungszustand dieses Teilchens im Laufe 
der Zeit. Wir wenden uns hauptsächlich zur Beantwortung 
der letzteren Frage. 

Besteht in einem Punkte im Innern einer Flüssigkeit der 
Druck J7, so wirkt daselbst eine Kraft: 

-Vi?, 

und das in dem betreffenden Punkte befindliche Flüssigkeits- 
teilchen würde, wenn keine andere Kraft vorhanden wäre, eine 
Beschleunigung erfahren, welche gleich wäre: 

wenn u die Geschwindigkeit des TeUchens ist, und wenn q die 
als konstant angenommene Dichte bedeutet. Wirkt außerdem 
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noch eine äußere Kraft % auf das Teilchen, do betragt die 
Beschleunigung: 

(168) ^^g-ivi,. 

In dem DifPereirtialqnotienten bedentet d eine nnendUcli 
kleine Änderung, welche dasselbe Teilchen erßthrt. . Diese 
Änderung rührt von zwei Ursachen her. Befindet sich näm- 
lich das Teilchen zur Zeit t in P, so wird die Geschwindigkeit 
U an dieser Stelle in der Zeit dt sich um einen gewissen Be- 
trag ändern und zwar um: 

durch ^ ist eine DilBFerentiation bei konstantem Ort angedeutet. 

Femer ändert sich die Geschwindigkeit u dadurch, daß 
das Teilchen in der Richtung von u zu einer Stelle gelangt, 
wo die Geschwindigkeit eine andere ist. Bezeichnen wir eine 
sehr kleine Wegstrecke in dieser Richtung mit ds, so ist die 
zweite Änderung ausgedrückt durch: 

-K-udt, 

08 

Denn offenbar ist die Änderung von u pro Einheit der 
Strecke: ^^ 

In einer Sekunde legt das TeUchen u cm zurück. Für 
die Strecke u betragt daher die Änderung: 

du 

08 

Folglich in der Zeit dti 

-^-udt 

08 

Dieser Ausdruck nimmt aber die Form an, wie wir ge- 
sehen haben: , _v -^ 

(yiV)udt 

Daher besteht die Gleichung: 
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Dies ist die yektoranalytisclie Form der Euler- 
schen Gleichnngen. 
Es ist nun: 

(170) (uV)u = |vuu+Vcurluu; 
daher: 

(171) ^ = ^ + iVu«+2Vw« = 5-ivi,. 

Nimmt man den cnrl Yon beiden Seiten der Gleichung^ 
so findet man: 

(172) 2 1^ = 2 cnrl Vtt) U = cnrl g. 
Berücksichtigt man ferner^ daß: 

(173) Vtt) = V^ Vcurlu = 0, 

nnd daß infolge der Inkompressibilitat: 

Vu = 0, 

so wird: 

(174) curlVtt) U == (u V) tt) — (tt) V) u, 

nnd man erhält: 

(175) ^ +(uV)tt)-(tt)V)u={curlS. 

Knüpft man nnn dieselben Erwägungen an: 

dto 

dt' 

wie an: , 

dn 

so erkennt man^ daß es gestattet ist^ zn setzen: 

Daher erMlt man die berühmte Helmholtzsche 31eichimg: 
(177) ^-(toV)tt + 4cnrlS. 



• w M •* 
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Ist ^ Yon einem Potential ableitbar^ so ist: 

curlg = 0, 
und es gilt dann die Beziehung: 

(178) ^ = (»V)u. 

Ist femer die Winkelgeschwindigkeit U) in irgend einem 
Zeitpunkt null; so wird: 

(179) ^ = 0. 

In Worten: Botiert ein Flüssigkeitsteilchen zu 
irgend einer Zeit nicht; so rotiert es niemals. 

Teilchen, welche rotieren, werden niemals auf- 
hören zu rotieren. 

Über die FotentiUbewegimg idealer Flüssigkeiten. 
Die Bewegung einer Kugel in einer idealen Flflssigkeit, 

Von den so interessanten Bewegungserscheinungen der 
Flüssigkeiten wollen wir noch einen einfacheren Spezialfall 
der Betrachtung unterziehen. 

Die Eulersche Gleichung: 

läßt sich für den Fall, daß u Yon einem Potential q> ableitbar 
ist, und daß der äußeren Kraft ^ ebenfalls ein Potential V 
zukommt, auf die Form bringen: 

(180) I^Vy + iv(V9)»= VF- ^yp, 

indem: . ^ ^ 

curl u « 2 tt) = 0. 

Diese Gleichung läßt sich integrieren und liefert dann: 

(181) /^(<) + || + i(V9>)«-F--^i>. 

Zur Bestimmung yon (p und p dient noch die Gleichung; 
welche die Inkompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt: 

(182) VV - 0. 
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Diese Gleidmngen genügen zur eindeutigen Bestimmung 
von p imd den Deriyierten yon 9^ d.L den Geschwindigkeits- 
komponenten. In einem einfach zusammenhangenden Räume 
ist auch 9 eine eindeutige Funktion des Ortes und der Zeit. 
Wirkt auf die Flüssigkeitsteilchen keine äußere Kraft; so kann 
man setzen: y^z^Q 

und erhalt: 

Ist die Stromimg stationär, so wird: 
WO £' eine Konstante bedeutet und 

Man hat daher für die stationäre Strömung einer 
idealen yon Wirbelbewegung freien Flüssigkeit^ in 
welcher nur der hydrodynamische Druck p wirksam 
ist; die Gleichungen: 

(183) \(Sfpy + \p^K, 

V*9? — 0. 

Bei der Untersuchung eines konkreten Falles müssen die 
experimentellen Bedingungen zur Bestimmung yon 9 genau 
umschrieben sein. 

Nehmen wir den yon Dirichlet behandelten Fall; wo 
eine Kugel yom Radius Jß in einer unendlich großen Flüssig- 
keitsmasse ruht. Die Bewegung der Flüssigkeit habe die 
Richtung der zunehmenden z in einem Koordinatensystem^ 
dessen Ursprung im Mittelpunkt der Kugel sich befinde. 
In der Nähe der Kugel wird die Bewegung der Flüssigkeits- 
teilchen yon der ;er-Richtung abweichen. Dicht an der Kugel 
bewegen sich die Teilchen längs der Oberfläche. Bezeichnet 
daher r den Abstand eines Teilchens yom Mittelpunkt der 
Kugel; so wird für: jB=»r 

Buchereri yektor-Analysis. 5 



g2 § 1^* 2^^ Hydrodynamik idealer Flüssigkeiten. 

Setzt man nun: 

(184) 9 = «,cofl(rj) (^; + r), 

WO Uq die Geschwindigkeit in der J-Bichtung in weiter Ent- 
fernung Yon der Kugel bedeutet; so genügt diese Beziehung 
der obigen Bedingung und der Forderung: 

Die Komponenten der Geschwindigkeit sind demnach: 
fdfp 8 B*x cos (t^) 



(185) 



?9__ __£ JB»y cos (t^) 
dy^ 2 **o r* 

dq> 8 u, B^z cos (ta) , 1 , J«' 



Die Geschwindigkeit u=^(^q>) nimmt den Wert an: 



um die Geschwindigkeit an der KiigelöberMche za finden, 

setzt man in diesen Ansdrack die Werte ein, weldie ^> ^> -^ 
annehmen, wenn in denselben 

gesetzt wird nnd man dabei beachtet, daß: 



man findet dann: 



cos (tä) = 7» 



8 U. 



(186) «,=Ä = (V 9>=Ä = I ^ l/F-7». 

Die spezialisierte Euler sehe Gleichung lautet dann für 
Stellen an der Oberfläche: 

(187) |«j^£! + ip^2r; 
und daher: 

(188) ^ = 2r'-^«»^-^'. 

Man erkennt sofort^ daß p für positive und negative z den 
gleichen Wert erhalt, d. h. der hydrodynamische Druck jß wirkt 
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anf den Seiten der Kngel^ welche der Stromriclitang zn-; bezw. 
abgewändt sind^ mit derselben Stärke. 

Die Folge ist^ daß die Kngel in der strömenden 
Flüssigkeit rnht. Da die relative Bewegung in dem be- 
trachteten Falle umkehrbar ist^ so folgt auch^ daß eine 
Kugel, welche sich in einer unbegrenzten idealen 
ruhenden Flüssigkeit mit geradliniger gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegt^ keinen Widerstand erfährt, 
ein Resultat, welches zuerst Yon Dirichlet gefunden wurde. 

In den vorstehenden Entwicklungen haben wir ein ein- 
zelnes Flüssigkeitsteilchen der Untersuchung unterzogen. Man 
kann nun weiter die Frage stellen, wie gestaltet sich der Be- 
wegnngszustand einer abgegrenzten Müssigkeitsmenge an einer 
bestimmten Stelle des Baumes. Fassen wir ein unendlich kleines 
kugelförmiges Volumen der Flüssigkeit an einer bestimmten 
SteUe ins Auge, so kann in der sehr kurzen Zeit dt dieses 
Volumen eine Translation als Ganzes erfahren haben, es 
kann eine Rotation ansgefahrt haben, oder die Kngel hat eine 
im allgemeinen elliptische Deformation erlitten. Schließlich 
kann auch eine Kombination dieser Bewegungsarten eingetreten 
sein. Wir haben nun früher [siehe Gleichung (41)] für den Be- 
wegongszustand in der unmittelbaren Umgebung eines be- 
stimmten Punktes den ganz allgemeinen Ausdruck gefunden, 
welcher alle Bewegungsarten einschließt: 

(188a) a = Sto + V«(«t) + Vcuriar, 

wo t die vom Punkte aus gezogenen unendlich kleinen Badien- 

Vektoren bedeuten. 

Nun wissen wir, daß 

«o+^VcurlStt 

dem translatorischen und dem rotatorischen Anteil der Be- 
wegung Rechnung trägt. Folglich finden wir den der De- 
formation zukommenden Anteil S) durch Subtraktion von dem 
allgemeinen Ausdruck: 

(189) S) = V« « r + ^Vcurl % r. 
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Der curl dieses Ansdracks muß null sein^ weil er allein 
der Deformation Rechnung tragt. Nun erh&lt man f£Lr curl S): 

curl® ^ curl V(at) - curl Vt(Slr) + 1 curlVcurl « r. 

Es ist aber^ weil (STr) ein Skalar: 

curlV(«t) = 0, 

^^™®'*- curl V, (« r) - curl «, 

daher: 

(190) curl S) = - curl « + ~ curlVcurl «. 

Nimmt man den curl von Gleichung (188a)^ so findet man: 

curlÄ == — -curlÄ + curlVcurl Ä r, 
oder: 

curl 31=^ curlVcurl Ar. 

Setzt man dies in Gleichung (190) eiu; so findet man in 

der Tat: - ^ ^ 

curlS) = 0. 



Znsammenstellimg der wichtigsten Formeln 

und Deflnitionenr 



Ein physikalischer Vektor ist durch Bichtnng^ Ghroße und 
Ort bestimmt. Den Zahlenwert eines Vektors nennt man Tensor. 
Ein Einheitsvektor ist ein solcher, dessen Zahlenwert 1 ist. Man 
kennzeichnet ihn durch den Index 1, z. B. ^^. Jeder Vektor 
läßt sich in folgender Weise durch das Produkt eines in seine 
Richtung fallenden Einheitsrektors imd seines Tensors darstellen: 



Addition yon Vektoren. 

Eine Summierung der Größen ^, 93 und @ drückt man 
durch die Vektorgleichung aus: 

a + » + 6 = 8*. [S. 3.] 



Unter der Komponente eines Vektors in einer bestimmten 

Richtung versteht mau die geometrische Projektion des Vektors 

auf diese Richtung. Die Komponente yon % in der Richtung 

von 6 schreibt sich: 

a« == ©1 ^ cos (Ä ©). [Gl. (2) S. 6.] 



Ein Vektor 6, welcher in der Ebene zweier gegebenen 
Vektoren 9t und S3 liegt; ist ganz allgemein darstellbar durch: 

wo m und n Zahlen sind. 

Man kann einen Vektor in drei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegen^ so daB die Richtungen dieser Kom- 
ponenten mit drei gegebenen Ghmndrichtungen zusammenfallen. 
Einheitsvektoren^ welche in diese Richtungen fallen, heißen 
Gfrundvektoren. Stehen die 3rundvektoren senkrecht zueinander, 
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so werden sie mit t^ \, I bezeiclinet. Dann ist ein beliebiger 
Vektor % darstellbar durch: 

Ä—l^+i^.+ I-ia^ - [S.6.] 



Tektorprodnkte und skalare Produkte. 

V5!IS5 bedeutet einen Vektor, welcher auf der Ebene von Ä 
und 93 senkrecht steht und dessen Tensor gleich ist ÄBsm (9( S3). 
Die Aufeinanderfolge der Richtungen von %, S3 und V^S3 ent- 
spricht einem Bechtssystem: 

[Gl. (6 a) S. 10.] 

Das skalare Produkt von ^ und S3 wird durch einfache 
Nebeneinanderstellung gekennzeichnet^ und sein Zahlenwert ist: 

aa5=^Bcos(a»). [s.u.] 



Das dreifache Produkt (SV^S3 ist ein Skalar und hat 
den Wert: n n n 



eV«»« 



[Gl. (10) S. 17.] 



Das dreifache Produkt VSV^CSS ist ein Vektor und hat 
den Wert (siehe S. 19): 

VeV«» = «(»©)- »(«6). [Gl. (16) S. 20.] 



Über Dilfferentiation. 

^«-W + ^i7 + W=^^^ [Gl. (26) 8. 24.] 

Satz von Gauß: 

Atdg »AiTÄdt;. [Gl- (27) 8. 26.] 
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^ = ri(V^). [Gl. (29) S. 88.] 

AA = dr(V.ä). [Gl. (80) 8. 28.] 



Vi---Ji=-^.. [S.29.] 

[Gl (88) S. 29.] 

^ divcurlÄ==0. [Gl. (88 a) S. 80.] 



curiVe® == (S)V)(5: - (©v)S) + © aiv S) -S) aiv e. [gl(34) s.8o.] 

curljVßt = 2 ©. [Gl. (86) S. 31.] 

ciirlr = 0. [S.81.] 

ciirl(9«) = VV(9>Sl) =V(V<)p)?l + ycuria. [GL (86 a) S.81.] 

cnrl (V^) = 0. [Gl. (36 g) S. 88.] 

diT VaS = 83 cnrl « — st cnrl JB. [Gl. (86b) S. 82.] 
V* wird der Laplacesche Operator genannt. 

V a = -^^ + -g^ + -j;^> [Gl. (85 c) S. 82.] 



cnrl»«[ = Vdiv«-V'a. [Gl. (85 f) S. 88.] 

(«7)85 = V»(aa5) +V cnrl »IL [Gl. (87) 8. 88.] 
(rV)© = -^r. [Gl. (89) 8. 84.] 
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In einem sehr kleinen Bezirk^ in welchem der Vektor S 
eine räumliche Verteilung besitzt^ ist: 

85 = »0 + Vö(r ö) + Vcurl 85 1. [Gl. (4i) s. 84.] 
a5 = ^85o + |v(»^)+{V<5^1®^- [Gi.WS.86.] 



Einfachere Anwendimgen. 

Ein Polyeder befindet sich im Gleichgewicht, wenn in 
den Schwerpunkten seiner Flächen den Inhalten der letzteren 
proportionale, nach innen gerichtete, normale E[riLfte angreifen 
(siehe S. 35 und 36). 

Unter dem Erafhnoment 3K einer im Punkte P angreifenden 
Kraft f^ bezogen auf versteht man den Ausdruck: 

2Ä=Vtg, [S.86.] 

wo r Ton nach P zu ziehen ist. — Das Gesamtmoment einer 
auf einen homogenen Körper Ton der Dichte q wirkenden 
Kraft, deren Potential (p ist, wird ausgedrückt durch: 

m^QfV(ipx)dq. [S.87.] 

r ist nach den Schwerpunkten der Oberfiächenelemente dQ 
Ton einem gegebenen Punkte aus zu ziehen. 



Der Schwerpunkt eines homogenen Körpers genügt der 

Bedingung: ^ 

jxdv^O. [S.88.] 

Der Radiusvektor r ist von dem Schwerpunkt nach den 
Volumelementen des Körpers zu ziehen (siehe S. 37 und 38). 

Die Geschwindigkeit der Bewegung eines Punktes eines 
starren Körpers ist: 

t) = »^ + i Vcurl t>x. [S. 39.] 
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Das erste Eeplerselie Gesetz lautet: 

^ = a, [S. 40.] 

WO a eine Konstante bedeutet. 



Die Beschleunigung ® eines sich auf einer Kurve be- 
wegenden Punktes laßt sich in eine tangentiale und eine 
zentripetale (d. h. nach dem Krümmungsmittelpunkte gerichtete) 
zerlegen: gj^ ,^^x 2 ^.^ 

Hier bedeutet 9i einen vom Erümmimgsmittelpunkte nach 
dem Punkte der Kurve gezogenen Vektor; ds ist ein Strecken- 
element; q bedeutet einen Einheitsvektor in der Richtung 
der Tangente. 

Yektoranalytlsclie Transformationen. 

Der Satz von Stokes: 

frdr = /curl aSrffl. [Gl. (ölb) S. 46.] 

In einem linearen Yektorfelde ist der curl des Vektors 
eine Konstante. 

Über das Potential. 

/(V F)dt = 0. [Gl. (68) S. 60.] 

/(£dg = /div®dt; = 4Äg, 

wo q die zum Vektor ffi gehörige ]\iasse bedeutet. (In der 
Elektrizii&tslehre die zur Ejraft @ gehörige freie Ladung.) Ist q 
die Dichte der freien Elektriziiät^ so ist: 

, „ -VV=4;r(», [Gl. (62) S. 62.] 

und wo Q null: l n / j 



>2 



V F= 0. [Laplaceßche Gleichung.] 



Bnoherer, Vektor -AnalytiB. q- 
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Das Yektorpotential hat die Form: 

^^r^. [S.62.] 

Man zieht von dem Punkte ans, auf den sich 93 bezieht, 
Badienyektoren nach allen Yolomelementen, wo a besteht, 
bildet die Ansdrftcke: 

r 
und addiert geometrisch. 



Die Losung der Gleichung: 

eurl SB = m 
lautet: 

aS == curl A^L dv. [öl. (69) S. 64.] 



Das magnetische Feld, welches yon einem stromdurch- 
flossenen, sehr dünnen Leiter herrührt, ist bestimmt durch: 



«-»/V-J 



[GL (69 c) S.66.] 



Man denkt sich yon dem betrefiPenden Punkte des Feldes 
aus einen Badiusyektor nach dem Stromfaden gezogen und der 
Leitlinie desselben entlang in Richtung des Stromes yon der 
SiSrke a geführt; dt fallt dann in die] Stromrichtung. 



Zerlegung eines Vektors in einen solenoidalen und einen 
wirbelfreien Anteil: 

^ = ±cnrlC^^^dv + f^^dv. [Gl. (78)8.57.] 



Tnuislation eines Yektorfeldes. 

Bewegt sich das Feld des Vektors ffi wie ein starrer 
Körper mit der Geschwindigkeit 9, so ist: 



dt 



— (t>V)®. [Gl. (88) S. 68.] 
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Die Greensclien Sätze. 

Sind ü und V endlose steidge Funktionen der Lage im 
Räume, so ist: 

/v CV Vdv = r^(V y)äQ -JW^Väv. [Gl. (188) S. 67.] 

4« Fo = -Jv» F^ +J{^ ^Y-VV^) d%. [Gl. (UO) S. 69.] 

4« Fj =JG V* F<i» ■{■Cr^GdQ . [Gl. (U3) S. 70.] 
Der Satz Ton Beltnuni. 

/ / [Gl. (146)8.72.] 

+J 7(tiV)» Fd» -/ Iv» Fd». 



Der Folnear^-Lorentzsehe Satz. 

f'=*.=f{^\^^_>i, [Gl. (168) 8. 76.] 

9 

a,=^=/(^)^^^_^ [Gl.(164) 8.76.] 



Das Huyghenssclie Prinzip. 

4« Fo »y^V Fdfl -Jri(r,V) ^dg. [Gl. (166) 8. 76.] 



